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La paradoxa de Banach-Tarski i el semigrup de tipus

PERE ARA

Resum: En aquest article estudiarem un concepte clau en relacié amb la coneguda
paradoxa de Banach-Tarski. Es tracta del concepte d’equidescomponibilitat de subcon-
junts d’'un conjunt X sobre el qual actua un grup discret G. Un subconjunt E de X
és G-paradoxal si existeixen dos subconjunts disjunts E; i E» de E de manera que
cadascun d’ells és equidescomponible amb E. L’estudi d’aquesta relacio es pot siste-
matitzar mitjancant la introduccié d’un cert semigrup S (X, G), anomenat semigrup
de tipus d’equidescomponibilitat de X (o, simplement, semigrup de tipus). Farem una
exposicio del teorema de Tarski, per a la demostracio del qual utilitzarem el semigrup
de tipus S(X, G). Veurem algunes generalitzacions d’aquest concepte a un context to-
pologic, i estudiarem la possible validesa del teorema de Tarski en aquest nou context.
També explicarem un resultat recent de Grabowski, Mathé i Pikhurko que dona una
resposta afirmativa al problema de la quadratura del cercle (en la seva versi6 moderna).

Paraules clau: paradoxa de Banach-Tarski, semigrup de tipus, teorema de Tarski, espai
topologic, quadratura del cercle.

Classificaciéo MSC2010: 43A07, 03E25, 20E05.

1 La paradoxa de Banach-Tarski

En la seva versio més coneguda, la paradoxa de Banach-Tarski diu que podem
partir una taronja en un nombre finit de peces de manera que, reorganitzant
aquestes peces d’una altra forma, obtenim dues taronges idéntiques a la inicial.!
Una altra versio de la mateixa paradoxa afirma que podem subdividir un pésol
en un nombre finit de trossos de manera que reorganitzant-los obtenim una
bola de la mateixa mida que el Sol. Aquesta paradoxa aparent (en qualsevol de
les dues versions) és, de fet, un teorema demostrat per Stefan Banach i Alfred
Tarski [4]. La seva demostracio requereix ’axioma de 1’elecci6 i, a la vegada,

1 O sigui, tenim una versio «valenciana» del miracle de la multiplicaci6 dels pans i els peixos.
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com ja va observar John von Neumann, esta intimament connectada amb una
certa propietat dels grups, anomenada mitjanabilitat.?

En aquest Butlleti han aparegut sengles articles sobre la paradoxa de Banach-
Tarski. Un d’ells ([13]) tracta de la connexi6 entre la paradoxa de Banach-Tarski i
I'axioma de I'eleccio, i ’altre ([5]) és sobre la connexi6 entre la mateixa paradoxa
ila teoria de grups. En el nostre treball tractarem d'un altre tema relacionat amb
la paradoxa de Banach-Tarski, com és la nocié basica de la relacié d’equidescom-
ponibilitat de conjunts respecte de 'accié d'un grup. L’estudi d’aquest concepte
es pot sistematitzar gracies a la consideracié d’'un semigrup commutatiu, el
semigrup de tipus d’equidescomponibilitat, al qual ens referirem simplement
com el semigrup de tipus. Estudiarem les propietats d’aquest semigrup, i n’es-
tendrem la definici6 al context topologic. Veurem que en aquest context més
general, 'anomenada alternativa de Tarski falla per I'aparicioé en escena d'un
nou tipus de paradoxalitat, que podem anomenar (m,n)-paradoxalitat per
al < m < n. També descriurem un resultat recent espectacular, degut a
Grabowski, Mathé i Pikhurko [8], sobre la versiéo moderna del problema de la
quadratura del cercle.

Primer de tot enunciarem el teorema de Banach-Tarski. En tot I'article
usarem la notacioé LI per a referir-nos a una unio disjunta, o sigui, una unié de
subconjunts d'un cert conjunt de manera que els subconjunts sén disjunts dos
a dos.

TEOREMA 1 (TEOREMA DE BANACH-TARSKI). Sigui B la bola unitat a R3. Llavors
existeix una descomposicio

B=AU---UA,UBU---UBy
i isometries g1,...,Gn, 1, ..., hm de R3 tals que
B=giAiU---UgnAn=hiByU---UhyuBny.

Es pot demostrar que el nombre minim de peces és n + m = 5. Podeu veure
una demostracié d’aquest resultat a 'article [5] aparegut en aquest Butlleti. Una
referéncia imprescindible per a I’estudi de la paradoxa de Banach-Tarski és el
llibre de Tomkowicz i Wagon [20].

Presentem ara el marc general. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X.
Dos subconjunts E, E’ de X son G-equidescomponibles, denotat per E ~¢ E’, si

E=AUAU---UA,, E =BiuBU---UBy

i existeixen g1,92,...,9n € G tals que B; = gjA; peratoti=1,...,n.

Un subconjunt E € X s’anomena paradoxal si existeixen Ep, E» tals que
EiUE, € Eamb E; ~c Ei1E» ~Gg E.

El semigrup de tipus S(X, G) es defineix mitjancant I'anterior relacié d’equi-
descomponibilitat:

2 Els termes mitjanable i mitjanabilitat que usem en aquest article provenen dels termes
anglesos amenable i amenability, respectivament.
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DEFINICIO 2. Sigui G un grup que actua sobre un espai X. Aleshores S(X,G)
és el semigrup commutatiu generat per simbols [E], on E < X, subjecte a les
relacions segiients:

(1) [@] =0,
(2) [EUF]=[E]+[F]SiENnF =0,
(3) [gE] = [E]lperatotE € P(X)itotg € G.

OBSERVACIO. Es pot demostrar, utilitzant la proposici6 4, que veurem a con-
tinuaci6, que per a E,E’ < X, tenim que [E] = [E'] a S(G, X) si, i només si,
E ~; E'. Per tant, els elements de S(X,G) son les sumes finites de classes
d’equidescomponibilitat [E], per a E < X.

Encara que la definicié anterior és conceptualment simple, moltes vegades
es necessita una descripcié més detallada dels elements del semigrup S (X, G).
Aix0 és el que va fer Tarski en el seu treball [19] (vegeu també el capitol 10
de [20]). La idea fonamental és ampliar 1’accié de G sobre X a una acci6é sobre
una quantitat numerable de copies de X, de manera que tinguem «prou espai»
per a representar tots els elements del semigrup. Aquesta idea és, de fet, prou
similar a la que es fa servir en teoria K, on passem per exemple d'un anell R al
seu estabilitzat M« (R), que és una uni6 inductiva de matrius finites de totes les
mides. El lector interessat a coneixer més detalls sobre teoria K pot consultar
I’excellent llibre de Jonathan Rosenberg ([17]).

DEFINICIO 3. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X. Definim una acci6
ampliada com segueix. Sigui X* = X x N, isigui G* = G xX(N), on X(N) denota
el grup de permutacions de N. El grup G* actua sobre X* de forma natural:
(g, m)(x,n) = (gx,m(Nn)). Si A és un subconjunt de X*, els nivells de A séon
aquells enters n tals que existeix un element de A amb segona coordenada
igual a n.

Observem que per a E € X tenim que E X {n} ~g+ E X {m} peran,m € N.
Aix0 permet considerar copies disjuntes de qualsevol subconjunt de X.

Un subconjunt A de X* s’anomena fitat si té només un nombre finit de
nivells. Denotem la classe d’equivaléncia d’'un subconjunt fitat A respecte
de la relaci6 de G*-equidescomponibilitat per [A]. Sigui S la collecci6 de totes
les classes d’equivaléncia de subconjunts fitats de X*. Llavors S admet una
estructura de semigrup commutatiu, on

[A]l +[B] =[AUB']

per a subconjunts fitats Ai B de X*, on B’ és una copia de B que és disjunta
de A.

Ara podem demostrar que la construccié anterior ens dona un semigrup
isomorf al semigrup de tipus S(X, G).

PROPOSICIO 4. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X. Existeix un iso-
morfisme natural S(X,G) — S, que envia [A] a[A X {1}] pera A < X.



8 Pere Ara

PROVA. Definim una aplicacié @: S(X,G) — S per laregla ([A]) = [A x {1}]
per a A < X. Per tal de veure que aquesta regla esta ben definida i dona un
morfisme de semigrups, cal observar que preserva les relacions definidores
de S(X, G). Pero aixo és clar per la relacié de G*-equidescomponibilitat. També
és clar que @ és exhaustiva, ja que, si A € X* té nivells k1, ko, ..., k;, llavors
posem A = | |/_; A; x {k;}, amb A; € X, i tenim que [A] = @(3/_;[A;])

Queda, doncs, per comprovar que @ és injectiva. Suposem que @ (>;21[A;]) =
@ (X", [B;]). Aleshores tenim que

n m
U Ai x {i}] ~g+, B:=J[Bix{i}].
= i=1
Per tant, existeixen subconjunts Wi,..., W, elements g1,...,g; de G i enters

positius nq,...,n;, my,...,m; tals que

! !
|_| kX {nid, B = | | gcWi x {my}.

k=1 k=1

Llavors tenim dues particions {1,...,1} = |, I; i {1,...,1} = |, J; tals que
peracadai € {1,...,n} tenim que A; = I_IJ'EL, Wiiperatotje {1,...,m}
tenim que Bj = [_Iiejj giWi. S’obté la igualtat segiient a S(X, G):

n l l m m

Stan-Y 3w - Z = S lgiWil=> > lgiWil = D.[B;]

i=1 i=1jel; j=1 j=1 j=1ieJ; j=1
Aix0 demostra que @ és injectiva, i es completa ’argument. O

Com a conseqiiéncia d’aquest resultat, utilitzarem de manera indistinta
qualsevol de les dues descripcions anteriors del semigrup de tipus S(X, G).

Ara podem expressar la qualitat de paradoxalitat dels subconjunts de X
en termes del semigrup de tipus. Primer introduim el preordre < en qualsevol
semigrup commutatiu M mitjancant la relacié x < y si, i només si, existeix
un element z de M tal que y = x + z. Aquest preordre s’anomena preordre
algebraic de M. Ara observem que E < X és paradoxal si, i només si, 2[E] < [E]
asSX,G).

L’estudi del concepte de paradoxalitat va portar a la important noci6 de grup
mitjanable: Un grup discret I' s’anomena mitjanable si rT no és paradoxal, on T
denota el conjunt I' amb 'accié del grup I' definida mitjancant multiplicacié per
I’esquerra. El lector pot consultar [5] pel que fa a la relacié entre la paradoxa
de Banach-Tarski i la teoria de grups. Un fet basic en la teoria és que qualsevol
grup lliure no commutatiu és no mitjanable.

2 La quadratura del cercle

En el segle xx, Tarski va enunciar una versio diferent del conegut enigma dels
grecs sobre la quadratura del cercle, que consisteix en la constructibilitat amb
regle i compas d’'un cercle d’area 1.



La paradoxa de Banach-Tarski i el semigrup de tipus 9

En aquesta nova versio ([18]) es pregunta si un cercle i un quadrat de la
mateixa area sén equidescomponibles respecte del grup de totes les isometries
de R?. La primera observacio important és que, perqueé siguin equidescompo-
nibles, han de tenir necessariament la mateixa area. Aixo es deu al fet que
el grup G» de les isometries de R? és un grup mitjanable; de fet, és un grup
resoluble, i és ben conegut que tots els grups resolubles s6n mitjanables. Hom
pot demostrar que la mesura de Lebesgue sobre R! i sobre R? es pot estendre
a una mesura finitament additiva definida a tots els subconjunts. De fet, tenim
el resultat segiient:

TEOREMA 5. Si G és un grup mitjanable d’isometries de R™, llavors existeix
una extensio de la mesura de Lebesgue A a una mesura finitament additiva
i G-invariant definida sobre tots els subconjunts de R™. En particular, existeix
una extensio de la mesura de Lebesgue a tots els subconjunts de R' o R? que és
invariant per isometries.

Per a una demostraci6 del teorema 5, el lector pot consultar el capitol 12
de [20].

Aixi doncs, si tenim dues regions mesurables A i B de R? que son equi-
descomponibles respecte del grup G. d’isometries de R2, amb A = | |, A,
B = ||, giAi, gi € G2, 1 A és una extensio de la mesura de Lebesgue A com en
el teorema 5, aleshores tenim

AA) = STA(4) = Y A(giA) = A(B),

i=1 i=1

de manera que A i B tenen la mateixa area.

El 1924, Tarski va demostrar que dos poligons de la mateixa area son
equidescomponibles entre si (vegeu el capitol 3 de [20]). Finalment, Laczkovich
va demostrar el resultat sobre la quadratura del cercle ([10, 11]), pero les peces
obtingudes en la seva demostracié no s6n mesurables.

En un resultat recent, Grabowski, Mathé i Pikhurko ([8]) han demostrat que
es pot fer la quadratura del cercle amb peces que son a la vegada mesurables
en el sentit de Lebesgue i mesurables en el sentit de Baire. Recordem que
un subconjunt és mesurable en el sentit de Baire si és la diferencia simetrica
d’un conjunt de Borel i un conjunt magre.

El teorema de Grabowski, Mathé i Pikhurko és, de fet, a la vegada més fort i
més general que el que hem esmentat en el paragraf anterior. Per a enunciar-lo
necessitem algunes definicions prévies. Primer definim la dimensi6 per caixes
(box dimension) de X < R¥ com

logA({x € R¥ : dist(x, X) < €})

dimg (X) := k — liminf
£~0+ log e

on dist(x, X) és la distancia L® des del punt x al conjunt X.
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Per a conjunts A i B de R¥, diem que A i B sén congruents per transla-

cions (A I B), si Ai B son equidescomponibles respecte al grup de totes les
translacions de R¥, és a dir, existeix una descomposicié

A=A1UAU---UA,
i translacions o1, ..., 0, de RF tals que
B =01(A1) U0o2(A2) U -+ - U opn(Ay).

Denotant per 0A la frontera topologica de A, podem enunciar el teorema
com segueix:

TEOREMA 6 ([8, teorema 1.2]). Siguik = 1, i siguin A i B subconjunts mesurables
i fitats de R¥ tals que A(A) = A(B), dim(0A) < k, i dim(dB) < k. Llavors A Ip
amb peces que son a la vegada mesurables en el sentit de Lebesgue i en el sentit
de Baire.

Com a conseqiiéncia immediata hom obté la segiient versi6 moderna de la
quadratura del cercle:

COROLLARI 7. Un cercle i un quadrat de la mateixa darea son congruents per
translacions a R2.

3 El teorema de TarsKki

El teorema de Tarski permet connectar dues definicions aparentment diferents
de grup mitjanable. Aqui presentem la versié més general sobre accions en con-
junts, seguint [20, capitol 11]. Recordem que una mesura p: P(X) — [0, + o]
s’anomena finitament additiva si pf(AUB) = u(A) + u(B) per atots A,B € P(X)
mutuament disjunts, i que, si G és un grup que actua sobre X, la mesura u
s’anomena G-invariant si u(gA) = u(A) peratotg € Gitot A € P(X). Ob-
servem en aquest punt el fet important que les mesures finitament additives i
G-invariants sobre X es corresponen naturalment amb els morfismes de semi-
grups u: S(X,G) - [0,+x], on S(X, G) és el semigrup de tipus corresponent
al’accio de G sobre X.

TEOREMA 8 (TEOREMA DE TARSKI). Sigui G un grup que actua sobre un con-
junt X. Donat E < X, les propietats segtients son equivalents:

(a) E no és paradoxal.
(b) Existeix una mesura finitament additiva i G-invariant

u: P(X) - [0,+00]

tal que u(E) = 1.
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La implicaci6 (b) = (a) és trivial. De fet, si existeix una tal mesura u i E és
un conjunt paradoxal, amb Ey UE; S EiE ~g E; perai= 1,2, llavors tenim
que u(E) = u(E;), i = 1,2, 1, per tant, obtenim la contradiccié 2 = u(Ey U E>) <
H(E) = 1.

La demostracio de (a) = (b) usa una mena de teorema de Hahn-Banach per
a semigrups, que Tarski va demostrar:

TEOREMA 9 (TARSKI). Sigui (S, +) un semigrup commutatiuie € S. Aleshores
les condicions segtients son equivalents:

(a) Per atotn € N, es compleix (n + 1)e £« ne.
(b) Existeix un morfisme de semigrups u: S — [0, o] tal que u(e) = 1.

A més, la demostracio usa també les propietats segiients de S (X, G):
Axioma de Schroder-Bernstein: a<bib<a = a=Db.

Llei de cancellacio: VvneN, na=nb = a=>b.

De fet, per 'observacié que hem fet tot just abans del teorema 8, tenim
que, pel semigrup S = S(X,G) i l'element e = [E] de S, la condicio (b) del
teorema 8 es correspon exactament amb la condici6 (b) del teorema 9. Per tant,
per demostrar la implicaci6 (a) = (b) del teorema 8 a partir del teorema 9,
només cal veure que la condicio (a) del teorema 8 és equivalent a la condicio6 (a)
del teorema 9 per 'element e = [E]. Aix0 és el mateix que demostrar que,
perae € S(X,G), tenim

2e <e < (n+1)e <ne peraalgunn.

La implicaci6 = és trivial. Per a demostrar I'altra implicaci6, suposem que
(n+1) < neperaalgun n > 1. Llavors (n + 1)e = ne per Schréoder-Bernstein, i

m+1)e=ne = n(2e) =ne = 2e =e perlallei de cancellacio.

Per tant, hem vist que el teorema de Tarski (teorema 8) es deriva del teore-
ma 9, que és un resultat general de teoria de semigrups i que no demostrarem
aqui, i del fet que els semigrups de la forma S(X, G) satisfan 'axioma de
Schroder-Bernstein i la llei de cancellacio. En la resta d’aquesta seccio, donarem
les idees principals que permeten demostrar aquestes dues propietats del se-
migrup de tipus S(X, G). Cal tenir present que cap d’aquestes dues propietats
se satisfa en el context més general que estudiem en les properes seccions.

La propietat de Schroder-Bernstein per a S(X, G) és, de fet, la propietat
antisimetrica del preordre algebraic < sobre S(X, G), o sigui que aquesta pro-
pietat es compleix si, i només si, < és un ordre parcial sobre S (X, G). Aquesta
propietat es dedueix del teorema de Banach-Schroder-Bernstein (vegeu [20,
teorema 3.6]), que és una generalitzacié del conegut teorema de Schroder-
Bernstein per a conjunts. Aquest resultat és molt util a I’hora de demostrar que
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dos conjunts donats son equidescomponibles. Observem que una conseqiiéncia
immediata de la propietat de Schroder-Bernstein és que un subconjunt E de X
és G-paradoxal si, i només si, 2[E] = [E] a S(G, X), de manera que podem
descompondre E exactament com la uni6é de dos subconjunts disjunts E; i E»
amb E ~g E;perai=1,2.

Pel que fa a la llei de cancellaci6 per a S(X, G), aquesta es demostra uti-
litzant el teorema de Hall-Rado-Hall per a grafs bipartits. Recordem que un
graf bipartit és un graf els vertexs del qual es divideixen en dos conjunts A
i B de forma que totes les arestes del graf connecten un veértex de A amb un
vertex de B. Un aparellament (matching en angles) és un conjunt d’arestes tals
que els vertexs incidents son matuament diferents. Segons el classic teorema
de Hall-Rado, si tenim un graf bipartit finit I' amb parts A i B, llavors I’ té un
aparellament que cobreix tots els veértexs de A si, i només si, per a cada k, tot
conjunt de k vertexs de A té com a minim k veins (o sigui, existeixen com
a minim k elements de B que es connecten amb aquests k elements de A
mitjancant arestes de I'). Aquest resultat es deu a Phillip Hall i Richard Rado i
s’anomena també teorema del matrimoni (marriage theorem). Marshall Hall el
va generalitzar al cas de grafs infinits:

TEOREMA 10 (TEOREMA DE HALL-RADO-HALL). Sigui T' un graf bipartit amb
parts A i B de manera que cada vertex de A té un grau finit. Llavors T ad-
met un aparellament que cobreix tots els vértexs de A si, i només si, per a cada
nombre natural k, tot conjunt de k vertexs de A té com a minim k veins a B.

Podem esbossar una demostracié d’aquest resultat a partir del teorema de
Hall-Rado com segueix: Donem a B la topologia discreta i a B4 la topologia
producte. Per a cada a € A, sigui N, el subconjunt finit de B format per tots els
veins de a. Llavors el producte Y := [[,c4 N4 €s un subconjunt compacte de B4
pel teorema de Tikhonov. Ara, per a cada subconjunt finit i no buit H de A,
sigui M (H) el conjunt de totes les funcions f € Y < BA tals que f|y és un
aparellament. Pel teorema de Hall-Rado, M (H) # @. A més, els conjunts M (H)
son claramemt subconjunts tancats de Y. Si Hy, Ho, ..., Hy son subconjunts
finits i no buits de Y, aleshores

n
M(Hy UH> U -+ - UHy) € (| M(Hy),
i=1
i, per tant, la familia {M(H)}, on H varia en tots els subconjunts finits i no
buits de A, compleix la propietat de la intersecci6 finita i aixi la intersecci6
de tots aquests conjunts és no buida (ja que Y és compacte). Un element f
d’aquesta intersecci6 ens dona el aparellament desitjat.

Ara ja podem donar la demostracié de la llei de cancellaci6. De fet, provarem
el resultat segiient, que és més fort que la llei de cancellaci6 atés que <
és un ordre parcial a S(X, G). Per a la demostracio seguim basicament [20,
teorema 10.20].

TEOREMA 11. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X, i siguin «, €
S(X,G) in €N tals que nx < nf. Llavors tenim que « < B.
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PROVA. Si nax < np, llavors podem trobar dos conjunts disjunts, fitats i G*-
equidescomponibles E i F de X* tals que

E=Au---UA,, F=BuU---UBy,

i de manera que [A;] = «i[B;] = B per a tot i, j. Sabem que E ~ E’ per
acert E' c F. Sigui x: E — E’ < F la corresponent G*-congruéncia. Siguin
¢i: A1 — A;jiy;: By — B; G*-congruencies, amb ¢; i ¢ iguals a la identitat.
Per a a € Ay, posem a = {a,p2(a),...,pn(a)} i per a b € By, posem b =
{b,@>r(b),...,Yn(b)}. Observem que {a : a € A1} i {b : b € By} donen
particions de E i E’ respectivament. B

Formem un graf bipartit amb dues parts A={a:a€A} iB={b:beB}.
Posem n arestes que connectin @ amb vértexs de B. De fet, posem una aresta
entre a i b si, i només si, x¢i(a) € b peraalguni = 1,...,n. Aquest graf és
n-regular en A i de grau maxim n en B. Per veure que es compleix la hipotesi
del teorema de Hall-Rado-Hall, suposem que Y és un subconjunt de A amb
k elements. Llavors existeixen exactament nk arestes que connecten Y amb ele-
ments de B. Si Z denota el conjunt dels veins de Y i |Z]| és menor que k, llavors
tindrem un nombre d’arestes que connecten Z amb Y menor que kn; per tant,
tenim que |Z| > k, com voliem.

Ara el teorema 10 ens dona un aparellament M que cobreix tots els ver-
texs de A. Donat a € A, existeix un sol vertex b € B tal que (a,b) € M,
i, pert tant, tenim que x¢i(a) = @;(b) per a certs i, j. Sigui Cj; = {a €
A : (@,b) € Mixopia) = y;(b)}, 1, similarment, sigui D;; = {b € Bj :
(a,b) € Mix¢i(a) = @;(b)}. Aleshores, (pjflx(pi envia C; a D; i és una G*-
congrueéncia perque ¢, x i ; ho sén. Com que {C;;j} és una particio de A; i
{D;;} son subconjunts mutuament disjunts de By, obtenim que « < f. O

4 Una generalitzacio topologica del semigrup de tipus

El semigrup de tipus S (X, G) de I'accié d’'un grup G sobre un conjunt X ha
estat generalitzat de diverses maneres; vegeu, per exemple, el capitol 10 de [20].
Aqui tractarem una generalitzacio topologica que ha despertat recentment
I’atenci6 d’alguns investigadors; vegeu [9, 12, 14, 15, 16].

Per comencar considerem un grup G que actua sobre un conjunt X. Recor-
dem que una dlgebra de conjunts de X és una familia de subconjunts de X que
conté J i X, és tancada per interseccions i unions finites, i també és tancada per
complements. Diem que una algebra de conjunts D és G-invariant si g(D) € D
peracadage GiD € D.

Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X i sigui D una algebra G-inva-
riant de conjunts de X. Llavors podem restringir la relacié de G-equidescompo-
nibilitat a elements de D, i aixi obtenim un semigrup de tipus S(X, G, D) relatiu
a D. Més concretament, el semigrup S (X, G, D) és el semigrup commutatiu amb
generadors [D] per a D € D, i amb les mateixes relacions que les usades a
la definici6 2. Si A, B € D, posem A ~¢ B si podem descompondre A en uni6
disjunta de subconjunts Aj,..., A, tots ells pertanyents a D, i podem trobar
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elements g1,...,g9n € G tals que B és launio6 disjuntade g; Ay, ...,gnAn. Es pot
obtenir amb la mateixa demostracio, basicament una descripcié de S(G, X, D)
similar a la donada al teorema 4.

En articles recents de Rordam-Sierakowski [16] i Kerr-Nowak [9], s’ha consi-
derat el cas particular segiient. Recordem que un espai topologic es diu que
té dimensio zero si admet una base de conjunts que sén a la vegada oberts
i tancats. Sigui G un grup que actua per homeomorfismes sobre un espai de
Hausdorff compacte i de dimensi6 zero X. Prenem com a algebra de conjunts
de X l'algebra K de tots els oberts i tancats de X. Un exemple d’aquests espais
és el conjunt de Cantor. Aquest espai es pot caracteritzar topologicament
per la propietat de ser un espai compacte Hausdorff metritzable de dimensi6
zero perfecte. (Un espai topologic s’anomena perfecte si no té punts aillats.)
Existeixen nombrosos models de conjunt de Cantor, com ara el classic que
s’obté suprimint intervals centrals successius, comencant amb l'interval [0, 1].
Un model important és de la forma AN, un espai producte on A és un conjunt
finit amb més d'un element.

Obtenim aixi, en les condicions anteriors, el semigrup de tipus S(X, G, K).
Una pregunta natural és quina mena de condicions satisfa el semigrup de
tipus S(X, G,K). Es compleix un analeg del teorema de Tarski? En I'estudi
dels invariants associats a les C*-algebres, s’ha demostrat que és important la
condici6 anomenada de quasi-no-perforat. Un semigrup M és quasi-no-perforat
siperax,y e Mine N, (n+1)x <ny implica que x < . Pel teorema 9
és clar que, si S(X, G, K) és quasi-no-perforat, llavors es compleix el teorema
de Tarski en la seva versio topologica. Aqui el tipus de mesures que s’obtenen
en el teorema de Tarski son finitament additives sobre I'algebra K en valors
a [0, co]. Quan I'espai és metritzable, aquestes mesures es poden estendre de
manera Unica a mesures de Borel regulars sobre X ([16, lema 5.1]).

5 Accions parcials

Podem generalitzar el que acabem de presentar al cas d’accions parcials de
grups, que s'usen, per exemple, en construccions com les que trobem en [2].
Com a motivacié esmentem un exemple fonamental: hom obté una acci6 parcial
d’un grup G sobre un conjunt X restringint una accié global a un subconjunt
que no és invariant. Aqui ens limitarem a accions parcials de grups sobre espais
topologics. Per a més informaci6 sobre accions parcials, el lector pot consultar
el llibre de Ruy Exel [7]

DEFINICIO 12. Una accio parcial d'un grup G sobre un espai topologic X con-
sisteix en una colleccio {X,;} de subconjunts oberts de X, junt amb homeomor-
fismes

Qgi Xg-1 = Xg

tals que 07 =Idy i

perag,h € G.
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En aquesta definici6 cal fer alguns aclariments. En primer lloc, dues apli-
cacions parcialment definides, diguem f:Y - Xig:Z — X,on Y, Z son
subconjunts de X, es poden compondre amb la regla que el seu domini sigui el
més gran possible. Concretament, g o f és una aplicacio parcialment definida
sobre X amb domini Y n f~1(Z) i imatge g(f(Y) n Z). En segon lloc, si f
i g son dues aplicacions parcialment definides sobre un conjunt X, llavors el
simbol g < f significa que f estén g, és a dir, que el domini de g esta contingut
en el domini de f, i que la restriccio de f al domini de g coincideix amb g.

Ara, si 8 defineix una acci6 global de G per homeomorfismes sobre un espai
topologic Y i X és un subespai obert de Y, podem definir una accié parcial
de G sobre X posant per a cada g € G, X; = X N B4(X). Observem que X, és
un obert de X per a cada g € G i que

Bg(ngl) = Bg(XmBgfl(X)) = Bg(X) NnX :Xg-

Per tant, podem definir

Kg: Xg-1 — Xy
com la restriccio de B4 a X;-1, i hom pot demostrar que « és una accio parcial
de G sobre X, anomenada restriccio de 8 a X.

El procés invers del procés anterior s’anomena globalitzacio d’una accio
parcial. Per a una acci6 parcial « de G sobre X, aquest procés consisteix a
trobar una acci6 global S de manera que la seva restriccié a X sigui 1'accio
parcial «. Vegeu [1] per a més detalls.

Considerem una accio¢ parcial ({X; : g € G},{0, : g € G}) de G sobre
un conjunt compacte Hausdorff de dimensi6 zero X, i sigui K I'algebra dels
subconjunts oberts i tancats de X. Suposem també que Xy € K per atot g € G.
Llavors clarament K és G-invariant en el sentit que per a cada element g € G i
cada U € K, tenim que 0,4(U N X,-1) € K. En aquestes condicions, podem
definir també el semigrup de tipus S (X, G, K). Els generadors s6n també les
classes [U] amb U € K, i només cal modificar la relaci6 (3) a la definici6é 2 per
la condicio

(3") [Ul=[gU]lperatotg e GitotU € K talque U < Xy-1.

En aquest nivell de generalitat, ens podem preguntar quines sén les propie-
tats que satisfan els semigrups de tipus S := S(X, G, K). Es clar que aquests
semigrups so6n commutatius i amb element neutre 0 = [J], és a dir, s6n
monoides commutatius. També tenen una altra propietat que és obvia:

e S(X,G,K) és conic,enel sentitquex +y =0 = x =y =0.

Finalment, es compleix una condicié que és forca important, i que s’obté del
fet que estem treballant amb una algebra de conjunts. Es tracta de I'anomenada
propietat de refinament de Riesz.

DEFINICIO 13. Un semigrup S satisfa la propietat de refinament de Riesz si
sempre que a + b = ¢ + d existeixen x,y,z,t e Stalsquea=x+y,b =z +1t,
c=x+zid=y+t.
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Aquesta propietat es pot expressar en la forma d'una matriu, anomenada
matriu de refinament:

c d
al|x |y
b|z |t

En aquesta matriu, les files i les columnes sumen I’element que indica la fila
o columna corresponent. Es pot demostrar facilment per induccié que en un
semigrup de refinament tota identitat a; +a» + ---+an=b1+br +-- -+ by,
admet una matriu de refinament n x m.

Ara podem establir la propietat de refinament de Riesz per al semigrup de
tipus S (X, G, K):

PROPOSICIO 14. Sigui G un grup que actua parcialment sobre un espai compacte
Hausdorff de dimensio zero X i sigui K I'algebra dels subconjunts oberts i tancats
de X. Llavors S(X, G, K) satisfa la propietat de refinament de Riesz.

PROVA. Per a provar-ho, farem servir la descripci6 de S(X, G, K), que és analo-
ga a la presentada a la definicio 3. Veiem, per tant, els elements de S(X, G, K)
com a classes [A], on A = [J;c; A; X {i}, I és un subconjunt finit de Ni A; € K
per a tot i.

Suposem que tenim [A] + [B] = [C] + [D] a S(X, G, K). Siguin Ny i N> els
conjunts de nivells de A i B respectivament, i siguin M; i M» els conjunts de
nivells de C i D respectivament. Sense perdua de generalitat, podem considerar
que N NNy = JiM nM, = . Ara tenim que AU B ~g« C U D, amb la
G*-equidescomponibilitat implementada inicament amb membres de K. Aixi
doncs, podem trobar elements g1,...,g; € G; subconjunts Zi,...,Z; de X tals
que Z; e KiZ; ¢ Xgi—l, i enters positius ny,...,n;, my,...,m; tals que

1 l
AUB=||Zix{ni}, CuD=]|]0,(Z)x {mi}.
i=1 i=1

Definim
Al = |_| Zi X {ni}, A2 = |_| Zi X {ni}!
Nn;EN1, m;eM; n;ENy, m;eMp
By = | ] Zix{n;}, By = | Zi X {n;}.
N;EN>, m;eM; Nn;EN2, m;EMp

Llavors tenim A = Ay U Ay, B = By LI By, itambé C ~g« Ay UBy, D ~g+ A LI Bo.
Per tant, obtenim el refinament

[A] =[A1]+[A2], [Bl=I[Bil+[B2], [C]l=T[A1]l+[Bi1]l, [D]=[Az]+[B:],

com voliem. O
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6 Fallida de l'alternativa de Tarski per a accions sobre espais
topologics

Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X i E, un subconjunt de X. Segons
I'alternativa de Tarski, o bé E és paradoxal, o bé existeix una mesura finitament
additiva sobre P(X) tal que u(E) = 1 (vegeu el teorema 5). En aquesta seccio
veurem certes construccions que ens permetran afirmar que l’alternativa de
Tarski no es compleix en el context topologic introduit a les dues seccions
anteriors.

Sigui ara G un grup amb una acci6 parcial sobre un espai compacte Haus-
dorff de dimensié zero X. De les construccions de [2] se segueix que el se-
migrup S(X, G,K) és basicament arbitrari, amb la sola restriccié de ser un
monoide commutatiu conic i de refinament. La idea per a demostrar aquest
resultat sobre el semigrup de tipus S(X, G,K), i en particular la fallida de
I'alternativa de Tarski en el context topologic, és utilitzar la teoria de grafs. En
aquest cas, els nostres grafs seran grafs dirigits.

Per veure un exemple senzill i illustratiu, descriurem el sistema dinamic
parcial associat a 'anomenada adlgebra de Cuntz O, (vegeu [6] i les seves
referéncies). Hom defineix una acci6 parcial del grup lliure amb n generadors [F;,
sobre I'espai de Cantor X = {1,...,n}". L’espai X es pot descriure com I'espai
de camins infinits sobre el graf dirigit R,, que té un Unic vertex i n arestes,
anomenat de vegades la rosa de n-pétals:

Peral <i < n,posem X; = {(i,az,as,...)} € X, idefinim s;: X — X; com
silay,az,...) = (i,ar,az,...).

Denotant per s;* la inversa de s; (que és una aplicacié parcialment definida
sobre X), tenim que

n
Ko S ok
sfsp=06i, >, sist=1
-1

Aquestes importants relacions van ser considerades per Cuntz en el seu arti-
cle [6]. Es pot demostrar que existeix una accié parcial de [F, sobre X que envia
els generadors del grup lliure [, a sy, $2,..., Su.

L’algebra de Cuntz @, es pot obtenir a partir de I'acci6 parcial anterior gra-
cies a una construccié algebraicoanalitica anomenada producte creuat parcial
(vegeu [7]). Es pot demostrar que el semigrup de tipus S (X, [y, K) és isomorf
al monoide ciclic C, = (a | a = na). No entrarem en detalls sobre aquests
punts, pero observem d’entrada que aix0 implica que el semigrup S(X, Fy, K)
no satisfa ’axioma de Schroéder-Bernstein si n > 3, ja que en aquest cas tenim
que a < 2a < a, perd a # 2a en el monoide C,,.
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Observem que en I’exemple anterior tenim una descomposicio X = | |i*; X;
junt amb homeomorfismes s;: X — X;. Aix0 és el que determina la relaci6 [X] =
n[X] en el semigrup de tipus S (X, [y, K). Podem obtenir una classe molt més
amplia d’exemples prenent grafs dirigits amb certes particions de les arestes.
Aix0 es pot visualitzar pensant que donem diferents colors a les arestes, i
pensem que les arestes que tenen el mateix color estan al mateix conjunt de la
particié. Concretament, tenim la definicioé de graf separat, que va ser introduida
a [3]. Per entendre-la bé cal recordar que un graf dirigit és una quadrupla
E = (E% EY,r,s), on E° és el conjunt dels seus vértexs, E! és el conjunt de les
seves arestes, i, s: E! — EY son aplicacions que descriuen, respectivament, el
vertex terminal i el vértex inicial de les arestes.

DEFINICIO 15. Un graf separat és una parella (E,C), on E = (EY, E',r,s) ésun
graf dirigit, C = | |,epo Cy, i Cy és una particio de ! (v) (en subconjunts no
buits i mituament disjunts) per a cada vertex v de E.

Encara que no és estrictament necessari, és convenient utilitzar grafs dirigits
bipartits. Aixo permet visualitzar millor les propietats. En general, considerant
un graf bipartit, podem trobar una versio «externa» del nostre sistema dinamic
que conté dues copies disjuntes del conjunt que volem estudiar.

DEFINICIO 16. Diem que un graf separat (E,C) és bipartit si
EO — E0,0 L EO,I
i totes les arestes van de E%! a F9.0,

Cada graf separat bipartit finit (E, C) ens dona un model diferent de sistema
dinamic (parcial), amb unes relacions determinades en el seu semigrup de tipus.

DEFINICIO 17. Sigui (E, C) un graf separat bipartit finit. Un (E, C)-sistema di-
namic és un espai topologic compacte Hausdorff Q2 amb una familia {Q, }, <o
de subconjunts oberts i tancats tal que

Q=[] Q

veEEY

i, per a cada v € E%?, una familia de subconjunts oberts i tancats {He}ecy-1 (1)
de Q, tal que
Q= | | He
ecA
per a cada A € Cy, junt amb una familia d’homeomorfismes 0,: Qg) — H, per
acadae € EL.

Donats dos (E, C)-sistemes dinamics (€, 0) i (', 8"), hi ha una noci6 natural
de morfisme equivariant f: (Q,0) — (Q', 0’). Diem que una aplicacié f: Q —
Q' és equivariant si f(Q,) € Q) peratotv € E°, f(H,) < H, per a tote € E!
i f(0.(t)) =0,(f(t)) peratote € Elit € Qq).

Establim que (Q, 8) és un (E, C)-sistema dinamic universal si existeix una
Unica aplicacié continua i equivariant de qualsevol altre (E, C)-sistema dinamic
en (Q, 0).
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TEOREMA 18 ([2]). Donat un graf separat bipartit (E, C), existeix un (E, C)-sis-
tema dinamic universal (Q(E,C), 0 c)). El grup lliure F(E') en les arestes
de E actua parcialment per homeomorfismes sobre Q(E,C) de manera que
I’homeomorfisme parcial associat a un generador e € E! del grup lliure és
precisament (0(,c))e.

Observem que tenim
QE,C) = | ] Q

vEEL

iperacadav € E%%i A € Cy,

[Qv] = Z [Qs(e)]

ecA

en el semigrup de tipus S(Q(E, C), F(E!), K).

Descrivim ara una generalitzacio del sistema dinamic associat a les algebres
de Cuntz, que hem vist anteriorment. Siguin m i n enters tals que 1 < m < n.
Considerem parelles d’espais compactes Hausdorff (X, Y) tals que

S

m
X=UHi=UV;
i=1 j=1

1

on els H; son subconjunts oberts i tancats mituament disjunts de X, cadascun
d’ells homeomorf a Y via homeomorfismes h;: Y — H;, peral < i < n.
Analogament, suposem que els V; son subconjunts oberts i tancats mutuament
disjunts de X, cadascun d’ells homeomorf a Y via homeomorfismes v;j: Y — V;,
peral <j<m.

Ens referirem llavors a un (m, n)-sistema dinamic (X, Y, {h;}} |, {vj}ﬁl).

Observem que els (m,n)-sistemes dinamics corresponen als (E(m,n),
C(m,n))-sistemes dinamics, on (E(m,n),C(m,n)) és el graf separat amb
E(m,n)%° = {v}, Em,n)*! = {w},i C(m,n) = {A,B},on AiB tenen n i
m arestes respectivament, i totes les arestes van de w a v. L’exemple on m = 2
in = 3 es mostra a la figura 1.

w

FIGURA 1: El graf separat (E(2,3),C(2,3)).
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Si (X,Y,{hi}},, {v; 3?“:1) és un (m,n)-sistema dinamic, tenim la relacio
segiient en el semigrup de tipus S(X U Y, Fy 10, K):

n[Y]= > [Hi]=[X]= > [V;]=m[Y],

i=1 Jj=1

o sigui, m[Y] =n[Y].
Denotem per (X", Y%, {h¥}* ,, {v}i}y‘:l) el (m,n)-sistema dinamic univer-
sal, que existeix com a conseqiiéncia del teorema 18. Observem que tenim

n m
Q(E(m,n),C(m,n)) =X*vuY% X*=|JH!=[]VY
i=1 j=1

i homeomorfismes hi: Y% — H}, v}f‘: Y — VJ'-‘.
Es demostra a [2, corollari 7.6] que el semigrup de tipus

S:=SQE(mM,n),C(m,n)), Fpim, K)

associat al (m, n)-sistema dinamic universal (X*, Y%, {h;'}iL,, {v}'}L) conté
el monoide
Cuni=(a:ma=na).

Més precisament, existeix un morfisme de monoides injectiu t: Cy,, — S tal
que, per a x,y € Cpyn, tenim x < y a Gy i, i només si, t(x) < t(y) aS. (Un
morfisme injectiu amb aquesta propietat s’anomena injeccio d’ordre.) A més,
tenim que t(a) = [Y"].

Per a1 < m < n, el monoide Cy,, 1€ una estructura peculiar. Podem dir
que és ciclic d’ordre n — m «a partir de m». Més concretament,

Cmn=10}ul{a,...,(m—-1)a} v {ma,(m+ la,...,(n —1)a},

amb ia # japerai # jsil<i<m-—1,j € N,iia = ja si, i només si,
i—j€(n-m)Zsii,j=m.En particular, tenim que 2a £ a a Cy» 1, per tant,
2[Y“] = 21(a) £ t(a) = [Y*] a S, ates que ( és una injeccié d’ordre. Deduim
que Y¥ no és un conjunt paradoxal. En canvi, no pot haver-hi una mesura
invariant sobre l'algebra K d’oberts i tancats de Q(E(m,n),C(m,n)) tal que
u(Y%) = 1. De fet, si aquesta mesura u existis, llavors, denotant també per u
I’homomorfisme de semigrups S — [0, co] associat i tenint en compte la relacié
m[Y%] =n[Y¥] a S, tindriem:

m = pu(m[Y"*]) = u(n[Y*]) = n,

fet que contradiu la hipotesi que m < n.

Per tant, podem concloure que l’alternativa de Tarski no es compleix en
el context topologic. Finalment observem que, utilitzant els resultats de glo-
balitzaci6 d’accions parcials d’Abadie [1], es pot demostrar que existeixen
accions globals que satisfan les propietats esmentades anteriorment (vegeu [2,
secci6 7]), de manera que l'alternativa de Tarski no es compleix tampoc en el
context d’accions globals sobre espais topologics.
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Resum: En aquest article es revisa I'’evolucio de la definicio d’espai topologic com-
pacte des de la primera definicio de Fréchet el 1904, que va generalitzar la propietat
de Bolzano-Weierstrass, passant per la relaci6 amb el teorema de Borel del 1895 per a
recobriments numerables de l'interval [0, 1], fins a arribar a la definici6 general a partir
de la propietat de Heine-Borel dels recobriments oberts arbitraris 'any 1929. Centrem
I’analisi en quatre publicacions clau: les tesis de Borel i de Fréchet, el llibre de Hausdorff
en el qual s’estableixen les bases de la topologia general, i la memoria d’Alexandroff i
Urysohn.
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1 Introduccio

Els espais compactes son els espais més importants de la topologia general.
La definici6 de la compacitat mitjancant recobriments oberts pot semblar
poc natural i és licit preguntar-se quin n’és 'origen. En els seus inicis, la
topologia general es proposava estendre alguns dels resultats de la topologia
de R a situacions més generals, com ara als espais de funcions, i entre aquests
destacava el teorema de Weierstrass, que assegura l'existéncia d’extrems per
a funcions continues definides en un interval [a, b]. Aquest va ser el punt
de partida en la definici6 d’espai compacte, pero quina és la propietat d'un
interval [a, b] que dona lloc al teorema de Weierstrass? Quin és el context en
el qual la podem expressar?

En aquest article analitzem el sorgiment de la noci6 d’espai compacte i des-
crivim, succintament, I’aparici6é de la topologia general com a nova disciplina de
les matematiques. Ens centrem en treballs posteriors al 1895, que és quan
apareix per primer cop la propietat de Heine-Borel dels recobriments oberts
de [a, b], propietat que a la fi sera la que definira els espais compactes. En anys
anteriors s’havia aprofundit en la comprensi6 del continu real i, amb Georg
Cantor (1845-1918), havia comencat I'analisi de la topologia dels conjunts de
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punts del continu, orientats majoritariament a problemes derivats de 1’analisi
(vegeu [28, 34, 35]). A finals del segle x1X, les idees en geometria de Bernhard
Riemann (1826-1866) i els treballs sobre conjunts de funcions dels matematics
italians mostraven la convenieéncia de disposar d’espais abstractes en els quals
tingués sentit analitzar la continuitat de funcions, la qual cosa abocaria a la
definici6 dels espais metrics per part de Maurice Fréchet (1878-1973) i dels
espais topologics per part de Felix Hausdorff (1868-1942). Com veurem a la
subsecci6 3.1, 'extensi6 del teorema de Weierstrass als espais metrics dona-
ra lloc a la primera definici6 d’espai compacte. Tant per a Fréchet com per
a Hausdorff, la compacitat comportava analitzar configuracions numerables.
Acabarem l’analisi el 1930, quan els treballs de I’escola russa deslliuren la
compacitat de la numerabilitat i determinen 1’estabilitat de la (bi)compacitat
per productes. Més enlla d’aquesta data, van sorgir dues caracteritzacions més
de la compacitat: la caracteritzaciéo mitjancant xarxes (o successions genera-
litzades) de Moore-Smith i la dels filtres de Cartan, en els quals no entrarem
(vegeu-ne un panorama general a [37]).

Ens hem centrat en quatre moments que, creiem, son els més significa-
tius: la introduccié de la propietat dels recobriments oberts per part d’Emile
Borel (1871-1956), la definicié d’espai metric i d’espai compacte per part de Fré-
chet, la definicié d’espai topologic de Hausdorff i I'analisi que fan de la compa-
citat, i la definici6 dels espais bicompactes de Pavel S. Alexandroff (1896-1982)
i Pavel S. Urysohn (1898-1924), aixi com del teorema d’Andrei N. Tychonoff
(1906-1993). Aquests treballs van ser els més influents en el desenvolupament
de la topologia i, d'una manera més concreta, en la noci6é d’espai compacte;
tot i que, logicament, aixo representa una simplificacié de la complexitat del
sorgiment de la nova disciplina, la topologia general, amb contribucions de
molts altres matematics del moment.

Aquest article deriva del treball de final de grau de la primera autora [31].
El format d’article, necessariament més reduit, aconsella no analitzar totes
les demostracions dels resultats que anirem presentant; tanmateix, n’hem
seleccionat algunes que permeten copsar com es van desenvolupar les idees
analitzades. Hem procurat mantenir-nos fidels a les demostracions originals,
tot i que hem adaptat les notacions per tal de facilitar-ne la lectura.

2 La tesi de Borel

Emile Borel va presentar la tesi doctoral «Sur quelques points de la théorie
des fonctions» el 14 de juny del 1894 a la Facultat de Ciéncies de Paris i la va
publicar I'any segiient als Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure [6)].
El seu director de tesi va ser Gaston Darboux (1842-1917), i els examinadors,
Paul Appell (1855-1930) i Henri Poincaré (1854-1912).

La tesi de Borel esta dedicada a la teoria de funcions de variable complexa.
En una nota al final del treball, s’enuncia i es demostra per primera vegada la
propietat d’existéncia de subrecobriments finits per a recobriments numera-
bles per intervals oberts d'un interval [a, b]. Comencem contextualitzant on
necessita Borel la propietat dels recobriments oberts.
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2.1 El context de la tesi de Borel
En la introducci6 de [6] Borel demana:

Etant données deux fonctions d’une variable complexe, définies, I'une lorsque
la variable est dans un certain domaine, I'autre lorsque elle est dans un domaine
différent, dans quels cas peut-on dire que c’est la méme fonction?

[Donades dues funcions d’una variable complexa, I'una definida quan la variable
és en un determinat domini, I’altra quan és en un domini diferent, quan es pot
dir que és la mateixa funci6?]

Hawkins ([23]) assenyala que ’any 1851 Bernhard Riemann havia plante-
jat la qiiestio de si la classe de les funcions analitiques és la mateixa que la
classe de funcions de variable complexa definides per les operacions alge-
braiques basiques, aplicades un nombre finit o infinit de vegades; i que Karl
Weierstrass (1815-1897) va analitzar la série

1
zZn+z7n’

fz)=>

que representa dues funcions analitiques diferents, I'una per a |z| < 1 i l'altra
per a |z| > 1: la serie no és fitada a I’entorn de cap punt de la circumferén-
cia |z| = 1, per la qual cosa no és possible fer una continuacié analitica a través
de la circumferéncia unitat.

Diversos autors van presentar altres exemples de séries complexes amb un
comportament similar al descrit per Weierstrass. Possiblement, el més influent
per a Borel va ser el publicat per Poincaré 'any 1883 amb el titol «Sur les
fonctions a espaces lacunaires» [36], en el qual estudia les funcions de la forma

Ay
zZ—an’

fz)=>

n>0

tals que la série > A, és absolutament convergent i els punts a,, formen un
conjunt dens d’una corba de Jordan C, sobre la qual li cal imposar determinades
restriccions (per fixar idees suposarem que C és la circumferéncia unitat). La
serie defineix una funcié a I'interior del disc unitat i una altra a I’exterior i, per
la densitat del conjunt dels a,, aquestes dues funcions no es poden connectar
per continuaci6 analitica.

Borel repren I'estudi d’aquestes series i proposa un punt de vista nou ([6,
p. 10)):

j’ai montré qu’il est possible, dans certains cas, de donner du prolongement
analytique au dela d’une ligne singuliére essentielle fermée une définition qui
ne soit contradictoire, ni avec elle méme, ni avec les notions antérieures.

[he provat que és possible, en alguns casos, donar una definicié de continuacié
analitica més enlla d’una corba singular tancada essencial que no entra en
contradiccid, ni amb ella mateixa, ni amb les nocions anteriors.]
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Més concretament, Borel demostra que, imposant la condicié que la se-
rie > |A,|1/? sigui convergent, existeixen camins y que uneixen un punt P
interior del disc amb un punt Q exterior tals que la serie que defineix f(z)
és absolutament i uniformement convergent al llarg de y. En conseqiiéncia,
defineix una funcié continua en aquest cami que travessa la circumferencia de
tall entre els dominis de les dues funcions analitiques.

Indiquem breument les idees de la prova de Borel que conduiran al resultat
de la propietat per als recobriments de I'interval [0, 1]. Donats els punts P, Q,
Borel considera la mediatriu de PQ i un segment AB sobre aquesta. Per a cada
punt O del segment AB, traca I'arc de la circumferencia de centre O que passa
per P iper Q, arc que denota per Co. El cami y buscat sera un d’aquests arcs.

Sigui O, el punt O tal que I'arc de la circumferéncia corresponent passa
per a,. S’obté un subconjunt numerable {O,} del segment AB i, com que un
interval és no numerable, hi ha una infinitat de punts O que no pertanyen
a {Oy}; o sigui, hi ha una infinitat d’arcs que no passen per cap dels punts a,,.
No tots aquests arcs son valids per a establir el resultat que es persegueix;
s’ha de veure que entre tots ells se’'n pot escollir un en el qual la série definida
per f(z) sigui absolutament i uniformement convergent.

Per a l'eleccio del cami y, Borel argumenta de la manera segiient: de la
convergencia de > |A,|'/? dedueix I'existéncia d’una série convergent de termes
positius > u, tal que > |A,|/u, és convergent. Per la convergéncia de la série
de terme u,, hi ha un nombre N tal que

- 1
> up < SA(A,B).
n=N
Per an > N, considerem els subintervals I;, de AB de centre O, i longitud 2u,,
de manera que se satisfa

> long(In) =2 > un <d(A,B). (1)
m=N n=N
D’aquesta desigualtat dedueix que hi ha una infinitat no numerable de punts
en el conjunt AB \ (U, In). Si O és un d’aquests punts, Borel demostra que
I'arc Co és el cami y amb les propietats desitjades. Per inferir I’existencia del
punt O a partir de la desigualtat anterior, Borel remet, per a una demostracio
rigorosa, a la nota al final de I’article. En aquesta nota, hi enuncia i demostra el
teorema que ens ocupa.
El punt clau rau, doncs, en el pas de la desigualtat (1) a ’existéncia dels
punts O que no pertanyen a cap interval I,,. Borel 'expressa de la manera
segiient ([6, p. 25-26]):

La somme de tous les segments (en nombre infini), tels que A;B; tous situés sur
le segment AB ou sur son prolongement, est inférieure a la longeur £ de AB;
donc il existe sur AB une infinité non dénombrable de points n’appartenant a
aucun de ces segments (1).

[La suma de tots els segments (en nombre infinit) tals que A;B; estan situats
sobre el segment AB o sobre el seu perllongament és inferior a la longitud £
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de AB; per tant, existeix una infinitat no numerable de punts de AB que no
pertany a cap d’aquests segments (1).]

A més, afegeix una nota a peu de pagina que remet a I'apendix del treball per a
una demostracio rigorosa, que analitzem a continuacio.

2.2 L’apéndix: la primera demostracio del teorema

Borel comenca la nota final de la tesi precisant el resultat que ha utilitzat per
a l'elecci6 dels punts O aptes per a trobar els camins y del seu teorema de
continuacio ([6, p. 50-51]):

Nous nous sommes appuyés (p. 26) sur ce lemme que, si I’on a une infinité
d’intervalles partiels donnés sur une droite, dont la somme est inférieure a un
intervalle total également donné, il existe au moins un point de I'intervalle total
n’appartenant a aucune des intervalles partiels.

[Ens hem basat (p. 26) en el lema segons el qual, si hi ha una infinitat d’intervals
parcials sobre una recta tals que la suma és inferior a un interval total igualment
donat, existeix almenys un punt de I'interval total que no pertany a cap dels
intervals parcials.]

Conscient de la importancia d’aquesta propietat de l'interval, uns paragrafs
més avall assenyala ([6, p. 51]):

On peut considérer ce lemme a peu prés évident; néamoins, a cause de son
importance je vais en donner une démonstration reposant sur un théoreme
intéressant par lui méme; il en existe d’autres démonstrations plus simples.
Voici ce théoréme: Si ’on a sur une droite une infinité d’intervalles partiels,
tels que tout point de la droite soit intérieur a I'un au moins des intervalles,
on peut déterminer effectivement un nombre limité d’intervalles choisis parmi
les intervalles donnés et ayant la méme propieté (tout point de la droite est
intérieur a au moins I'un d’eux).

[Podem considerar aquest lema com més o menys evident; tot i aix0, a causa de
la seva importancia, oferiré una demostracié basada en un teorema interessant
per si mateix; n’hi ha de més senzilles. Aquest és el teorema: Si tenim en una
recta una infinitat d’intervals parcials tals que tot punt de la recta és interior a
almenys un dels intervals, es pot determinar efectivament un nombre limitat
d’intervals triats entre els donats que compleixen la mateixa propietat (que tot
punt de la recta és interior a almenys un d’ells).]

Assenyalem que Borel entén per recta un interval tancat [A, B] i per interval
parcial, un interval que no cobreix el segment predeterminat. A més, quan es
refereix a l'infinit és I'infinit numerable, mentre que per nombre limitat entén
un nombre finit.

La demostracioé que proposa Borel ([6, p. 51-52]) és per inducci6 transfinita
i, en un cert pas, es basa en el teorema de Cantor, segons el qual el conjunt
dels ordinals numerables és no numerable. Posteriorment, I’any 1898, el mateix
Borel proposaria una demostracio més elemental basada en el metode de
biparticié de l'interval [7, p. 42].
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PROVA DEL TEOREMA DE BOREL. Sigui [A, B] el segment predeterminat,i[A;,B;],
i € N, els intervals del recobriment. Sigui [A;,, B;, ] un interval del recobriment
que conté A. Seguidament, escollim un interval [A;,, Bi,] que conté B;,, i iterem
el procés; obtenim una successio d’intervals [A;,, B, 1, [Ai,, Bi, 1, - ..

La successio de punts By, B;,,Bi,,..., que és creixent i fitada, tindra un
limit B;,,, on w designa el primer ordinal infinit de Cantor; si aquest limit asso-
leix I’altre extrem, B, aleshores el segment [A, B] esta inclos en un nombre finit
d’intervals: en efecte, si B és a 'interior de [A;,, Bi, ], 'extrem A; , que és del
segment [A, B], estara inclos en un interval [A;;, B, ], per a cert j (aqui és fona-
mental tenir present que els interiors dels intervals [A;, B;] cobreixen [A, B]), i
aleshores els intervals numerats i1, ..., 1, iw SOn suficients per a cobrir [A, B].

En cas contrari, B, < B i, atés que el segment [A, By, ] pot cobrir-se per
un nombre finit d’intervals, podem recomencar la demostracié partint del
segment [B,, B] i obtenir una successio de punts B;,,.,, Bi,.,,-.. que convergeix
cap a un cert punt Bj,,, de manera que amb un nombre finit d’intervals es
cobreix [B;,, Bi,, 1. Iterem el procediment tantes vegades com faci falta.

Sino atenyéssim B en un nombre finit d’iteracions, en resultaria una succes-
sio d’intervals d’extrems superiors

Bi,Bisy+ -+ Biws Biser -1 Bi s e Bigeos -

en la qual apareixen entre els indexs tots els nombres de segona classe definits
per Cantor, de manera que el resultat seria una bijeccié entre els intervals del
recobriment inicial (o una part d’ells) i aquests nombres, cosa que entra en
contradiccié amb el teorema de Cantor assenyalat anteriorment. O

Aquesta demostracié ha estat analitzada per diversos autors [29, 4, 20].
L’article de Hildebrandyt, [25], recull les diferents proves que es van donar del
teorema fins a ’any 1925.

2.3 Impacte del resultat de Borel

La propietat de subrecobriments finits havia estat utilitzada de manera implicita
per altres autors en diferents contextos, com ara en un lema demostrat per
Pierre Cousin (1867-1933) en la seva tesi que fa referéncia a un recobriment
d’'un domini compacte del pla mitjancant discs oberts [29]. El mérit de Borel
seria haver identificat la propietat de subrecobriment finit dels intervals, com
assenyalaria més endavant Henri Lebesgue.

El resultat de Borel es produeix en un moment d’intensa activitat al vol-
tant de les emergents teories de conjunts, de la mesura i de la topologia del
continu, amb les quals tenia contacte, fet pel qual va suscitar gran interes.
El treball de Cousin que hem esmentat, per posar-ne un exemple, mostrava
la necessitat d’estendre el resultat a espais de dimensio superior alhora que
invitava a generalitzar-lo a conjunts que no fossin necessariament intervals, a
recobriments donats per conjunts generals i als recobriments no numerables.
En aquestes extensions hi van contribuir diversos matematics d’arreu, que hi
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van aportar noves demostracions segons la generalitzacié buscada, com el
mateix Borel per a la dimensi6 superior, Henri Lebesgue (1875-1941) i Arthur
Schonflies (1853-1928) per a recobriments no necessariament numerables,
Oswald Veblen (1880-1960), qui va assenyalar que la propietat dels subreco-
briments finits per a un conjunt de I’espai és equivalent al fet que sigui tancat
i fitat i qui va assenyalar, també, la relacié del teorema amb la propietat de
Bolzano-Weierstrass, o com W. H. Young (1863-1942), que va proposar altres
demostracions [46].

Destacarem les contribucions de Schonflies i de Lebesgue. L'any 1899,
Schonflies va escriure I'informe Jahresbericht der deutschen Mathematiker-
Vereinigung sobre la teoria de conjunts de punts per encarrec de ’Associaci6
Alemanya de Matematics, que es publicaria I'any segiient, el 1900. En aquest in-
forme Schonflies associa per primera vegada el teorema de la continuitat unifor-
me d'una funci6 continua sobre un interval [a, b], demostrat per Eduard Heine
(1821-1881) en el seu llibre Die Elemente der Funktionenlehre (Els elements de
la teoria de funcions), publicat el 1872, i la propietat de subrecobriments finits
de Borel, propietat que estén previament a recobriments no necessariament
numerables:

[...] Um ein letztes Beispiel zu geben, beweise ich folgenden Satz Borel’s, der
einen bekannten Satz von Heine erweitert:

V. Giebt es auf einer Geraden eine unendliche Reihe von Intervallen 8, so dass
jeder Punkt des Intervalls a...b innerer Punkt mindestens eines Intervalles §
ist, so giebt es auch stets eine endliche Teilmenge solcher Intervalle.

[[...] Com a darrer exemple, demostraré el seglient teorema de Borel, que estén
un conegut teorema de Heine:

V. Si en una linia recta hi ha una successio infinita d’intervals 6 tal que cada
punt de 'interval a...b és un punt interior a almenys un interval 8, llavors
també hi ha un subconjunt finit d’aquests intervals.]

La demostraci6 del teorema de Borel que Schonflies va publicar el 1900 es
basa en un raonament de recurrencia transfinita similar a I'usat per Borel a la
seva tesi estes al cas no numerable. El teorema de la convergéncia uniforme
hauria estat demostrat per P. Lejeune Dirichlet (1805-1859) abans de I'aparicio
del treball de Heine. A [14] i [29] s’analitzen les proves de Dirichlet i Heine
d’aquest resultat, en les quals es raona a partir de la continuitat local per a
obtenir la continuitat uniforme sobre un interval [a, b]; d’aqui ve la citacio de
Schonflies i I'associacio dels noms Heine-Borel per a referir-se a la propietat
d’existéncia de subrecobriments finits, tot i que en els treballs de Dirichlet i
Heine no apareixen d’'una manera explicita els recobriments.

Henri Lebesgue va estudiar matematiques a I'Ecole Normale Supérieure de
Paris entre 1894 i 1897, on va entrar en contacte amb el treball de Borel mentre
feia la tesi. Lebesgue va publicar la seva prova de I'extensié a recobriments
generals al seu llibre, del 1904, Lecons sur l'intégration et la recherche des
fonctions primitives [27], i el va enunciar de la manera segilient:
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Si I’'on a une famille d’intervalles I tels que tout point d’un intervalle (a, b)
y compris a et b, soit intérieur a I'un au moins des I, il existe une famille
formée d’un nombre fini des intervalles | et qui jouit de la méme propieté (tout
point (a, b) est intérieur a I'un d’eux).

[Si tenim una familia d’intervals I tals que qualsevol punt de I’interval (a,b),
incloent-hi a i b, és interior a almenys un dels de I, llavors existeix una familia
formada per un nombre finit dels intervals de I que tenen la mateixa propietat
(tot punt de (a, b) és interior a un d’ells).]

La demostraci6 de Lebesgue es basa en la propietat del suprem dels conjunts
fitats. Aquesta és la prova adoptada posteriorment en molts textos docents,
com per exemple a [32].

Arran de la generalitzacio de Lebesgue, es va popularitzar el nom de teorema
de Borel-Lebesgue entre els matematics francesos, mentre que, mitjancant els
treballs de Schonflies i Young, es va adoptar el nom de teorema de Heine-
Borel entre la comunitat anglosaxona per a referir-se al mateix resultat. Tot
plegat va produir certa polémica, no només pel nom, siné també sobre I'autoria
del teorema generalitzat. Pierre Dugac ([14]) ha analitzat aquesta polémica a
través, sobretot, de I’analisi de I’arxiu de Borel i, en especial, de les cartes de
Lebesgue a Borel (Lebesgue no va conservar les cartes de Borel, per la qual cosa
la informaci6 és parcial). En una d’aquestes cartes, d’agost del 1904, Lebesgue
assenyala com va arribar a 'extensio del teorema de Borel ([14, p. 102]):

Pour ma part je n’ai compris qu’il y avait la matiére a énoncer qu’aprés avoir vu,
dans la suite, votre these. Alors naturellement j'ai remplacé votre démonstration
par la mienne, sans m’apercevoir qu’il y avait changement de I’énoncé. Par
la suite je n’ai plus jamais repensé a votre énoncé et a votre démonstration
de sorte que, quand j’ai appliqué le théoréme, je n’ai pas été arrété par les
difficultés qui proviendraient du dénombrable. C’est Montel [...] qui m’a indiqué
la différence entre les énoncés, laquelle m’avait tout a fait échappé bien qu’elle
soit fondamentale en un certain sens.

[Per la meva part, no vaig entendre que hi hagués res a enunciar fins que, més
endavant, vaig llegir la vostra tesi. De forma natural vaig reemplacar la vostra
demostracié per la meva, sense adonar-me que hi havia un canvi d’enunciat.
En endavant no vaig tornar a pensar més ni en la vostra demostracio ni en el
vostre resultat, de manera que, quan vaig aplicar el teorema, no vaig trobar que
les dificultats que poguessin provenir de la numerabilitat fossin un impediment.
Va ser Montel [...] qui em va assenyalar la diferencia entre els enunciats, la qual
m’havia passat desapercebuda tot i ser fonamental en cert sentit.]

En una altra carta, de gener del 1907 ([14, p. 104]), assenyala respecte a les
reivindicacions de Schonflies ([38]) que és just atorgar-li un paper rellevant en
I’extensio no numerable:

La réclamation de Schonflies est bien fondée. D’aprés vos démonstrations, il
n’était prouvé que pour le dénombrable, explicitement du moins, et les seules
applications que vous en avez faites sont relatives au fond a ceci: démontrer
que certains points existent. C’est a Schonflies que revient le mérite d’avoir
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montré tout le parti que I’on pouvait tirer dans la théorie des fonctions de votre
théoréme, étendu au non dénombrable, en mettant, a I’ocassion de la démons-
tration de Heine, ce fait en évidance qu’il permet d’étendre a un intervalle (et
aussi bien évidemment a un ensemble fermé) des proprietés vrais autour des
points de cet intervalle.

[La reclamacié de Schonflies esta ben fonamentada. Segons les vostres demos-
tracions, només estava provat el cas numerable, si més no explicitament, i
les Uniques aplicacions que n’havieu fet es redueixen a aquest cas: demostrar
I’existéncia de certs punts. Es a Schoénflies que hem de donar el mérit d’haver
mostrat I’avantatge que es pot treure en la teoria de funcions del vostre teorema,
estés al cas no numerable, posant en evidencia, amb motiu de la demostracid
de Heine, el fet que permet estendre a un interval (i també evidentment a un
conjunt tancat) propietats valides entorn dels punts d’aquest interval.]

Segons cita Dugac, Lebesgue considerava que no es podia atribuir cap tipus
de merit a Heine respecte del teorema de Borel, ja que Heine no tenia la no-
ci6 de recobriment i no treballava ni amb conjunts ni amb colleccions infinites
de punts. El merit principal de Borel seria haver enunciat el teorema aillant la
nocio6 de recobriment i la importancia d’extreure’n un subrecobriment finit, i
haver aplicat després aquest fet per a desenvolupar una teoria de la mesura.

Més enlla del nom que li atorguem, el que cal destacar és el paper fonamental
que va anar adquirint el teorema tant en les seves aplicacions com en el
desenvolupament de la noci6 de compacitat en situacions abstractes.

3 Els espais abstractes de Fréchet

Pel tombant del segle xX, la definici6 de funci6 y de variable x quan a tot
valor numeric de x li correspon un valor determinat de y estava ben establerta,
aixi com I'analisi de les propietats de continuitat i derivabilitat d’aquestes
funcions. Els treballs pioners dels anys 1880 de Vito Volterra (1860-1940),
Giulio Ascoli (1843-1896) i Cesare Arzela (1847-1912) analitzaven funcions que
depenien d’una corba variable, la grafica d'una funcié, i suggerien I'’estudi més
sistematic de les propietats d’aquestes funcions de funcions, com va assenyalar
J. Hadamard (1865-1963) en la intervenci6 al Primer Congrés Internacional de
Matematics del 1897 [19]:

Il ne me semble pas inutile de signaler I'intérét qu’il y aurait a étudier des
ensembles composés de fonctions.

[No em sembla pas inatil assenyalar I'interés que hi hauria a estudiar els
conjunts compostos de funcions.]

Hadamard remarca la importancia que tindria aquest estudi en la teoria
d’equacions en derivades parcials, ja que permetria donar arguments solids
als raonaments coneguts a I’época segons els quals la definici6 d’integral
d’aquestes equacions es reduia a qilestions de minims. Aquestes qiiestions es-
tan relacionades amb la natura del domini, aixi com de la funci6é que s’analitza.
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Maurice Fréchet es va proposar establir una teoria abstracta que perme-
tés l'analisi de la continuitat en situacions generals i que contingués els ca-
sos estudiats pels autors italians. Hadamard havia estat mentor de Fréchet
des que aquest era jove i va dirigir la seva tesi, per la qual cosa és raonable
pensar que l'origen dels treballs de Fréchet deriva de la influencia del seu
mentor, alhora que el focus inicial del seu treball és la caracteritzacié d’espais
generals sobre els quals les funcions continues atenyen un valor maxim.

El treball més rellevant de Fréchet és la seva tesi doctoral, «Sur quelques
points du calcul fonctionnel» («Sobre alguns aspectes del calcul funcional»),
publicada I’any 1906 [16]. Abans, pero, publica algunes notes que contenen la
genesi de les idees que desenvolupara a la seva tesi. En particular, ens referim a
I'article titulat «Généralisation d'un théoréme de Weierstrass» («Generalitzacio
d’un teorema de Weierstrass»), publicada el 1904 a Comptes Rendus [15], on
apareix per primera vegada la nocié de compacte.

3.1 Generalitzacié del teorema de Weierstrass

Al primer paragraf de [15], Fréchet escriu:

On sait I'importance qu’il y aurait, dans un grand nombre de problémes, a savoir
si une quantité U dépendant de certains éléments (points, fonctions, etc.) atteint
effectivement un minimum dans le champ consideré. Le principe de Dirichlet
offre des justifications les plus frappantes de cette remarque.

[Sabem la importancia que tindria, en un gran nombre de problemes, saber si
una quantitat U que depeén de certs elements (punts, funcions, etc.) assoleix
efectivament un minim en el camp considerat. El principi de Dirichlet ofereix les
justificacions més impressionants d’aquesta observacié.]

Fréchet es planteja donar una versié general del teorema de Weierstrass,
segons el qual les funcions continues en un interval [a, b] tenen maxim i minim
sobre aquest interval, de manera que sigui aplicable a conjunts de punts «de
naturalesa qualsevol» (nombres, superficies, etc.). El concepte sobre el qual
basara la continuitat d'una funci6 sera el de limit d'una successi6. En lloc
d’analitzar conjunts amb una definicié de limit ben determinada, com seria
el cas de la convergencia puntual o de la convergeéncia uniforme en espais de
funcions, Fréchet proposa una teoria abstracta buscant les condicions comunes
de les definicions particulars de limit, en la linia del que havien fet recentment
De Séguier per a la definicié de grup abstracte o Borel en la definicié6 d’'una
teoria de la mesura general [16]. La nota, de només dues pagines, no conté
demostracions, que apareixerien poc després a la seva tesi.

Fréchet introdueix la classe (£) de conjunts en els quals imposa que es
pugui determinar quan dos elements séon diferents i on hi ha una noci6, no
especificada, de limit: donada una successio A;, A»,... és possible determinar
si existeix o no un limit B, que satisfaci les dues condicions segiients:
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(1) Silasuccessio A, Az, ..., Ap,... téun limit A, tota subsuccessio Ay, Ap,,
ooy Ap,, ... € el mateix limit A.

(2) Silasuccessio Ay, Ay,...,A,,... és constant de valor A, aleshores té com
a limit A.

Seguint Cantor, Fréchet defineix el conjunt derivat d’'un subconjunt E d’'una
classe (£) com el conjunt dels seus punts limit, i defineix conjunt tancat com
aquell que conté el seu derivat. Es clar, llavors, com cal definir la continui-
tat d'una funcio6 (operacio funcional, en la terminologia de Fréchet) sobre un
conjunt tancat.

Fréchet defineix conjunt compacte extrapolant la propietat dels conjunts
fitats de la recta real que li permetra enunciar I'’extensi6 del teorema de
Weierstrass:

Enfin nous appellerons ensemble compact tout ensemble E tel qu’il existe
toujours au moins un élément commun a une suite infinie quelconque d’ensem-
bles Ei,E>,...,Ey,,... contenus dans E, lorsque ceux ci (possédant au moins un
élément chacun) sont fermés et chacun contenu dans le précédent.

[Finalment, anomenarem conjunt compacte tot conjunt E tal que existeix sempre
un element en comu en qualsevol successio infinita de conjunts Eq, Eo, ..., Ey,...
continguts en E tals que (tenint almenys un element cadascun) sén tancats i
cadascun d’ells esta contingut en I’anterior.]

Observem que els conjunts compactes aixi definits no s6n necessariament
tancats; els punts de la interseccié no cal que pertanyin a E. Fréchet entenia
aquesta definici6 com una generalitzacié dels conjunts fitats de la recta real.
Finalment, enuncia la generalitzaci6é del teorema de Weierstrass ([15, p. 849]):

THEOREME. Toute opération fonctionelle U, uniforme et continue dans un en-
semble compact et fermé E: 1. Est bornée dans E; 2. Atteint au moins une fois
sa limite supérieure.

[TEOREMA. Qualsevol operacio funcional U, uniforme i continua en un conjunt
compacte i tancat E: 1. Estd fitada en E; 2. Assoleix almenys una vegada el seu
limit superior.]

De fet, Fréchet anomena extremal tot conjunt compacte i tancat. La nota
també inclou la caracteritzacié de la compacitat per la propietat que avui en
diem de Bolzano-Weierstrass:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble E soit compact est
que tout ensemble E; formé d’une infinité d’éléments distincts contenus dans E
donne lieu a un élément-limite au moins.

[La condici6 necessaria i suficient perque un conjunt E sigui compacte és que
tot conjunt E; format per una infinitat d’elements diferents continguts en E
doni lloc a almenys un element limit.]

que, en la tesi, que comentarem tot seguit, va adoptar com a definicié de
conjunt compacte.
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3.2 La tesi de Fréchet

La tesi de Fréchet ([16]) és el seu treball més rellevant en el context de la
naixent topologia d’espais generals. Consta de dues parts: la primera esta
dedicada a la teoria general, en la qual amplia I'’estudi de les classes (£) amb
noves classes (V) i (F) i demostra I’extensio del teorema de Weierstrass per a
aplicacions continues en compactes tancats entre d’altres resultats; i la segona
esta dedicada a I'aplicaci6é de la teoria desenvolupada a diversos exemples,
com ara la compacitat en espais de funcions continues o a I'espai de dimensi6
infinita numerable, introduit aqui per primer cop. En aquesta analisi de la tesi
de Fréchet, ens centrarem en la relacié que estableix entre la compacitati la
propietat de recobriments de Borel.

Després de presentar la categoria (£) i analitzar algunes de les seves
propietats, Fréchet observa, al capitol 11, que el conjunt derivat d'un con-
junt no és necessariament tancat, propietat que apareix en molts dels exem-
ples que havia analitzat. Fréchet dona un exemple de successié de funcions

reals f,(x) convergent a una funcié f(x) i que al seu torn son limit de succes-

sions lim, f,(f ) (x) = fn(x), de manera que no existeixen subsuccessions p;, n;

amb lim; fy(“ l')(x) = f(x) per a tot x. Taylor ([39, p. 247]) esmenta una carta
de Hadamard a Fréchet en la qual comenta aquest exemple:

On pourra prendre f, aussi voisin qu’on voudra de f, puis f,ip) aussi voissin

qu’on voudra de f;, etc. Le raisonnement s’étendra, quell que soit la significa-
tion des f,(lp), du moment que la notion de voisinage peut étre définie, puisque
cette notion est la seule sur laquelle il repose.

[Es pot prendre f,, tan a prop com es vulgui de f, després fy(f’) tan a prop com
es vulgui de f},, etc. El raonament s’estendra, independentment del significat de
les fy(f’), sempre que la nocié d’entorn pugui definir-se, perqué aquesta nocié
és I'linica sobre la qual reposa.]

Al capitol 11 [16, p. 18], Fréchet proposa una caracteritzacié d’entorn que
li permetra seguir el raonament de Hadamard i aconseguir que els conjunts
derivats siguin tancats introduint la classe (V), de voisinage en frances:

Considérons une classe (V) d’éléments de nature quelconque [.. ] et tels que,
de plus, qu’a deux quelconques d’entre eux A, B, on puisse faire correspondre
un nombre (A,B) = (B,A) > 0 qui jouit des deux propriétés suivantes: 1. La
condition nécessaire et suffisante pour que (A, B) soit nul est que A et B soient
identiques. 2. Il existe une fonction positive bien déterminée f(e) tendant
vers zéro avec ¢, telle que les inégalités (A,B) < &, (B,C) < € entrainent
(A, C) < f(¢), quels que soient les éléments A, B, C.

[Considerem una classe (V) d’elements de naturalesa arbitraria [...] i tals que, a
més, a qualsevol parell A, B, se li pugui assignar un nombre (A,B) = (B,A) =0
que satisfa les propietats segients: 1. La condici6é necessaria i suficient perque
(A, B) sigui nul és que A i B siguin idéntics. 2. Existeix una funci6 positiva ben
determinada f (&) que tendeix a zero amb ¢ tal que les desigualtats (A,B) < ¢,
(B,C) < € impliquen que (A, C) < f(&), per a qualssevol A, B, C.]
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Donada una successio Aj, Ao, ... en una classe (V), defineix el limit com
aquell element A de la classe tal que (A, A) tendeix a zero com 1/n. Es clar que
tota classe (V) és una classe (£), amb l'avantatge ara que els limits son tnics i
que el conjunt derivat d’'un conjunt és un tancat. Fréchet estén el teorema de
Borel als espais de classe (V) ([16, p. 22]):

36. THEOREME. Soit E un ensemble extrémal formé d’éléments d’une classe (V).
S’il existe une suite indéfinie G d’ensembles 1,1, ... telle que tout élément de E
soit intérieur au sens étroit d I'un au moins de ces ensembles I,,, on peut extraire
de G un nombre fini des ces ensembles formant une famille H jouissant de la
méme propriété que G.

[36. TEOREMA. Sigui E un conjunt extremal format per elements d’una clas-
se (V). Si existeix una successio infinita G de conjunts I, 1>, ... tal que tot
element de E és interior a almenys un d’aquests conjunts I,,, es pot extreure
de G un nombre finit d’aquests conjunts que formen una familia H que satisfa
la mateixa propietat que G.]

PROVA. Si suposem que el resultat no és cert, aleshores existeix A; € E que
no és interior a I;. Sigui I, el primer conjunt de la successioé G que conté A;
(@1 > 1). Existeix Ap € E tal que Ay € I[; U - - - U I;; sigui I, el primer conjunt
de G amb A; € I;,. Es forma aixi una successio d’elements de E, diferents entre
ells,
AL A LA EInt(p U - - - Ulqy).

Com que E és extremal, aquesta successio té un element limit, A = lim A,, € E,
que sera interior a un dels conjunts de G, Ix. Se segueix la impossibilitat que
existeixi una successio parcial de punts de Ay, Ay,,... que no siguin a l'inte-
rior de I;: si existis una parcial A}, ,A;,,... amb els A'n,, ¢ Int(Iy), aleshores
podriem definir una successi6 By, By,... amb

B — A;lp si Ap, & Ik,
P l?{, altrament,

on 1?,; és un punt qualsevol de E \ I tal que (1§70,Anp) < %; en canvi, A seria un
punt limit, la qual cosa és impossible.

En definitiva, els elements de la successio Ay, Ay,,... SON tots interiors
a Iy a partir d'un cert rang, fet que es contradiu amb I'elecci6 de la succes-
Sio A1, Ay, ... O

En una nota a peu de la pagina 22, Fréchet remarca que més endavant
estendra el resultat per a recobriments no necessariament numerables. Per
fer-ho, Fréchet introdueix dues propietats que haura d’imposar als espais que
considera: que satisfacin les condicions de Cauchy (és a dir, que siguin complets,
en la terminologia que després introduiria Hausdorff) i que siguin separables
(és a dir, que continguin un conjunt numerable dens). A una classe (V) que
satisfa aquestes dues propietats 'anomena normal.

Finalment, Fréchet enuncia i demostra I'’equivaléncia entra la nocié de
conjunt extremal i la propietat de Heine-Borel general:
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THEOREME. Soit E un ensemble d’éléments d’une classe normale (V). Pour que
de toute famille H dénombrable ou non d’ensembles I tels que tout élément de E
soit intérieur au sens étroit a au moins I’'un d’eux, on puisse extraire un nombre
fini d’ensembles I formant une famille G jouissant de la méme propriété que H,
il faut et il suffit que E soit extrémal.

[TEOREMA. Sigui E un conjunt d’elements d’una classe normal (V). Per tal que
de tota familia H numerable o no de conjunts I tals que tot element de E és
interior almenys a un d’ells, es pugui extraure un nombre finit de conjunts I que
formin una familia G la qual satisfaci la mateixa propietat que H, és necessari
i suficient que E sigui extremal.]

Fréchet acaba la primera part de la tesi introduint una nova classe, la clas-
se (F), la qual més endavant Hausdorff anomenaria d’espais meétrics. La lletra E
per a designar aquesta classe prové de la paraula francesa écart, ‘distancia’,
que havia emprat Camille Jordan al seu Cours d’analyse, publicat el 1893.

Una classe (F) és un cas particular de classe d’entorn (V) en el qual
f (&) = 2¢ i, per tant, la darrera condici6 esdevé la desigualtat triangular:

1. (A,B) = (B,A) > 0 si A és diferent de B.
2. (A,B) = (B,A) =0 si,inomés si, A = B.
3. Donats tres elements A, Bi C, sempre es compleix (A,B) < (A,C) + (C,B).

Fréchet necessita restringir-se a aquesta classe per a obtenir el resultat que
justifica la denominaci6 extremal per als conjunts que sén compactes i tancats
i que culmina la primera part de la tesi ([16, p. 31]):

51. THEOREME. La condition necéssaire et suffisante pour que toute opération
continue dans un ensemble E d’éléments d’une classe (E), 1° soit bornée dans
cet ensemble, 2° y atteigne sa limite supérieure, est que cet ensemble soit
extrémal.

[51. TEOREMA. La condicio necessdria i suficient perqué tota operacio continua
en un conjunt E d’elements d’una classe (‘E), 1r sigui fitada en aquest conjunt,
i 2n atenyi el limit superior, és que aquest conjunt sigui extremal.]

Fréchet va conjecturar que el resultat anterior era cert, més generalment,
per a la classe (V). Comenta al llibre Les espaces abstraits, escrit i publicat
anys més tard, el 1928 ([17, p. 219]):

[...] Pauteur était peu a peu amené [...] qu’au point de vue topologique, il ne
devait y avoir aucune différence essentielle entre les espaces (D) et ceux qu'’il
avait alors appelés espaces (V).

[[...] 'autor es va convéncer a poc a poc [...] que, des del punt de vista topologic,
no hi havia d’haver cap diferéncia essencial entre els espais (D) i els que havia
anomenat espais (V).]
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En aquesta citacié denota amb () el que anteriorment havia denotat
amb (E), és a dir, els espais metrics. E. W. Chittenden (1896-1977) va provar,
en un article publicat I'any 1917, que sobre un espai (V) es pot definir una
distancia que el converteix en un espai (£) que, en la terminologia actual,
defineix la mateixa topologia.

3.3 Altres comentaris al voltant del treball de Fréchet

Després de la tesi, Fréchet va seguir treballant en diferents aspectes de la
teoria d’espais abstractes [17]. La tesi de Fréchet va obrir un camp nou que
seguirien treballs de diversos matematics d’arreu, ja sigui fent noves propostes
de definicié d’espais abstractes, com ara la duta a terme per F. Riesz (1880-
1956) que prenia com a noci6 basica la de punt de condensacio6, o profunditzant
en I'analisi de les propietats dels espais (V). Aix0 canviaria substancialment
amb I'aparicio de I'obra de Hausdorff que comentarem a la propera seccio, tot i
que durant uns quants anys van conviure ambdues propostes.

Segons explica Taylor [39, p. 287], la filla de Fréchet li hauria comentat que
aquest considerava que el grup Bourbaki no li havia reconegut adequadament
el seu paper en el desenvolupament de la topologia. En ’apunt historic adjunt
al capitol de topologia, Bourbaki es refereix a Fréchet de la manera segiient ([8,
p. I-125-126)):

Les premiéres tentatives pour dégager ce qu’il y a de commun aux propriétés
des ensembles de points et des fonctions (sans intervention d’une notion de
«distance») furent faites par Fréchet et Riesz; mais le premier partant de la
notion de limite dénombrable, ne réussit pas a construire, pour les espaces non
métrisables, un systéme d’axiomes commode et fécond; du moins reconnuit-il
la parenté entre le principe de Bolzano-Weierstrass et le théoréme de Borel-
Lebesgue; c’est a ce propos qu’il introduisit le mot «compact», bien que dans
un sense quelque peu différent de celui qu’on lui donne dans ce traité.

[Els primers intents per extreure alld que tenen en comu les propietats dels
conjunts de punts i de funcions (sense la intervencié d’una nocié de distancia)
van ser fets per Fréchet i Riesz; pero el primer, que partia de la noci6 de
limit numerable, no va reexir a construir, per als espais no metritzables, un
sistema d’axiomes comode i fecund; almenys va reconéixer el parentiu entre el
principi de Bolzano-Weierstrass i el teorema de Borel-Lebesgue; va ser en relacié
amb aixo que va introduir la paraula compacte, tot i que usant-la en un sentit
lleugerament diferent del que se li dona en aquest tractat.]

Anys més tard, J. Dieudonné (1906-1992), destacat membre del grup Bour-
baki, faria en el llibre History of Functional Analysis [13, p. 117], un comentari
més elogios de les aportacions de Fréchet relatives a les aplicacions a I’analisi
funcional:

The greatest merit of Fréchet lies in the emphasis he put on three notions which
were to play a fundamental part in all later developments of Functional Analysis:
compactness, completeness and separability.
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[El mérit més important de Fréchet rau en I’émfasi que va donar a tres nocions
que van tenir un paper fonamental en tots els desenvolupaments posteriors de
I’analisi funcional: compacitat, completesa i separabilitat.]

En la propera secci6 estudiarem les aportacions de Hausdorff a I’analisi
d’espais més generals, referint-nos especialment als conjunts compactes i
comparant-los amb els resultats de Fréchet.

4 Els compactes als Grundziige der Mengenlehre
de Hausdorff

L’any 1914 Felix Hausdorff va publicar el llibre Grundziige der Mengenlehre
(Fonaments de la teoria de conjunts). Aquest text va esdevenir una obra em-
blematica de les matematiques del segle xx, tant per les seves aportacions
originals com per ’organitzacio6 i desenvolupament de les nocions i teoremes
que presentava. Hausdorff va publicar els Grundztige mentre era professor a la
Universitat de Greifswald i, com assenyala a la introduccio, el va dissenyar com
a manual per als estudiants de matematiques avancades.

El llibre esta dividit en deu capitols. Als sis primers Hausdorff presenta la
teoria de conjunts de Cantor de forma sistematica, incloent-hi els resultats de
les seves investigacions. Els capitols 7-9 versen sobre la teoria de conjunts
de punts, el que avui anomenem topologia general, mentre que el desé i ultim
tracta questions relacionades amb els treballs de Borel i Lebesgue sobre els
conjunts mesurables. Abans d’analitzar 'aparicié dels espais compactes a
I'obra de Hausdorff, assenyalem que anys més tard, el 1927, Hausdorff va
publicar una nova edici6 dels Grundztige en que reescrigué completament
algunes parts del text original, abandonant, en part, la teoria general d’espais
topologics i centrant-se en els espais metrics. Nosaltres analitzarem 1’edicio
original del 1914, tot i que destaquem que la segona edici6 és un text de facil
lectura i una mostra del mestratge de Hausdorff en '’exposicio de la teoria de
conjunts i la topologia (la versié anglesa, basada en la tercera edicio, va ser
publicada per Chelsea [22]).

4.1 Els espais topologics als Grundziige

En els capitols intermedis 7-9 de la seva obra, Hausdorff defineix el concepte
d’espai topologic i n’analitza algunes de les propietats; aquests capitols serien,
segurament, els de més impacte dels Grundziige en el desenvolupament de la
matematica del segle xx. Hausdorff proposa una definicié d’espai topologic a
partir de la noci6é d’entorn, uns entorns donats axiomaticament i que difereixen
de (de fet, generalitzen) la idea d’espais (V) de Fréchet. Diversos autors han
assenyalat que Hausdorff s’inspira en les idees de Riemann, de David Hilbert
(1862-1943) i de Hermann Weyl (1885-1955). Arboleda ([5]) cita I'article de Hil-
bert [24] en el qual proposa considerar el pla com un espai abstracte constituit
per punts en que a cada punt s’associa una familia d’entorns amb la intenci6 de
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caracteritzar la continuitat com una propietat local del pla. Weyl fa un pas més
per remarcar la rellevancia dels entorns en el seu llibre sobre les superficies de
Riemann [44]. A la pagina 14 es llegeix:

Der Begriff der «zweidimensionalen Mannigfaltigkeit» oder der «Flache» soll
fur uns also nicht an die Idee des Raumpunktes geknipft sein, sondern eine
viel allgemeinere abstrakte Bedeutung erhalten. Wenn liberhaupt irgendeine Ge-
samtheit von Dingen (die die Rolle der «Punkte» tibernehmen werden) gegeben
ist und definitionsgemass zwischen ihnen ein dhnlicher kontinuierlicher Zusam-
menhang besteht wie zwischen den Punkten einer Ebene, so sprechen wir von
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit. Da sich aber alle Kontinuitatsbegriffe
auf den einen der Umbegung zuriickfiihren lessen, so gehort zur Erklarung
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit zweierlei:

1. Angabe derjenigen Dinge, welche als «Punkte» der Mannigfaltigkeit gelten
sollen;

2. eine Erklarung des Begriffes der «Umgebung».

[Per a nosaltres, el concepte de varietat de dimensié dos o superficie no hauria
d’anar lligat a la idea de punt de I’espai sino que hauria de tenir un significat
abstracte més general. Si hi ha algun conjunt de coses (que prenen el paper
de «punts») i, com a resultat de les definicions que les determinen, hi ha una
connexié continua entre elles similar a la que hi ha entre els punts d’un pla,
parlem de varietat bidimensional. Tots els conceptes relatius a la continuitat
poden reduir-se al d’entorn; per aix0, la descripcié d’una varietat de dimensié
dos requereix:

1. L’especificacié dels objectes, que seran considerats com a punts de la
varietat;

2. una explicacié del concepte d’entorn.]

Weyl se centra en aquelles varietats amb entorns homeomorfs a un disc del
pla euclidia, per fixar les bases per a I’actual definicié de varietat topologica o
diferencial. Arboleda ([5]) remarca que en unes notes manuscrites no publicades
de I'any 1912, Hausdorff havia analitzat les propietats dels entorns esférics dels
espais metrics (de les boles, en diriem ara), analisi que anticiparia la definicio
dos anys més tard d’espai topologic ([21, p. 213]):

Unter einem topologischen Raum verstehen wir eine Menge E, worin den Elemen-

ten (Punkten) x gewisse Teilmengen U, zugeordnet sind, die wir Umgebungen
von x nennen, und zwar nach Massgabe der folgenden Umgebungsaxiome:

(a) Jedem Punkt x entspricht mindestens eine Umgebung Uy; jede Umge-
bung U, enthalt den Punkt x.

(b) Sind Uy, V, zwei Umgebungen desselben Punktes x, so gibt es eine
Umgebung W, die Teilmenge von beiden ist.

(c) Liegt der Punkt y in Uy, so gibt es eine Umgebung U,, die Teilmenge von
Uy ist.

(d) Fur zwei verschiedene Punkte x, y gibt es zwei Umgebungen Uy, U, ohne
gemeinsamen Punkt.
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[Per espai topologic ens referim a un conjunt E, en el qual als seus elements
(que sén punts) x se’ls assigna determinats subconjunts Uy, que reben el nom
d’entorns de x i que han de complir:

(a) A cada punt x li correspon almenys un entorn Uy; tot entorn U, conté el
punt x.

(b) Si Uy i Vi son dos entorns del mateix punt x, llavors hi ha un entorn W,
que és un subconjunt dels dos.

(c) Siel punty estaa Uy, llavors existeix un entorn U,,, que és un subconjunt
de Uy.

(d) Per a dos punts diferents x i ¥ hi ha dos entorns Uy i U, amb intersecci6é
buida.]

Aquesta definicié no es correspon exactament amb la definicié d’espai topo-
logic que presentem a les facultats. Hi ha dues diferéncies que cal tenir presents:
la primera és que, segons I'axioma (c), els entorns sén oberts. Aixo fa que, per
exemple, si E és un conjunt amb més d'un punt i, per a qualsevol x € E, només
hi ha un tnic entorn Uy = {x} que conté x, s’obté una familia de subconjunts
de E que satisfa tots els axiomes i, per tant, defineixen una topologia, mentre
que el mateix E no és entorn de cap dels seus punts. Hausdorff esta definint,
de fet, una base d’entorns. La segona diferéncia correspon a I'axioma (d), que
no s’'imposa en general i que ha donat nom als espais de Hausdorff com aquells
que el satisfan.

A partir d’aquesta definicié d’espai topologic, Hausdorff va desenvolupar
conceptes basics, com ara el de punt interior, el de punt frontera i el d’obert de
I'espai, i va demostrar que la uni6 arbitraria d’oberts és un obert i la intersecci6
finita d’oberts és un obert. Hausdorff defineix els punts d’acumulaci6 (els
anomena punts ) d’'un subconjunt A com aquells punts tals que qualsevol
dels seus entorns conté infinits punts de A, definicié que coincideix amb la de
punt limit donada per Cantor per als conjunts de punts del continu real, i
demostra que un conjunt és tancat si conté tots els seus punts d’acumulacio,
aixi com les propietats d’unio6 i interseccié dels tancats. En la secci6 5 del
capitol 7, Hausdorff hi introdueix els espais compactes que comentarem a
continuaci6. Abans, pero, esmentem que Hausdorff també estudia molts altres
aspectes de forma original, com ara la connexid, o que al capitol 8 analitza
diferents espais topologics, on introdueix els axiomes de numerabilitat i els
espais metrics, i on estudia la topologia de 'espai euclidia ordinari, mentre que
el capitol 9 esta dedicat a la continuitat.

4.2 Els espais compactes als Grundziige

Hausdorff va adoptar la definicié de conjunt compacte de Fréchet. Si A és un
conjunt d’un espai topologic X i x € X, anomena x S-punt d’acumulacio de A
si, per a tot entorn U de x, la interseccié U n A conté infinits punts, i diu
que A és divergent si no té punts d’acumulaci6 ([21, p. 230]). Per comoditat,
ens referirem als S-punts d’acumulaci6é simplement com a punts d’acumulacio,
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cosa que és consistent amb la definicié usual si tenim present que en els
espais de Hausdorff els punts d’acumulaci6 en el sentit actual séon S-punts
d’acumulaci6 ([21, teorema 17.9]). Amb aquestes premisses, Hausdorff defineix
conjunt compacte:

Eine Menge ohne divergente Teilmenge nennen wir (nach M. Fréchet) kompakt;
dazu rechnen wir natiirlich auch die endlichen Mengen inkl der Nullmenge. Jede
unendliche Teilmenge einer kompakten Menge A hat also mindestens einen
(nicht notwendig zu A gehorigen) Haufungspunkt.

[Anomenarem compacte (segons Fréchet) un conjunt sense cap subconjunt
divergent; no cal dir que també comptem les quantitats finites incloent-hi el
conjunt buit. Cada subconjunt infinit d’'un conjunt compacte A té, per tant,
almenys un punt d’acumulacié (que no necessariament pertany a A).]

Com Fréchet, Hausdorff tampoc suposa que un conjunt compacte sigui
tancat; comenta, a peu de pagina, que Fréchet anomena extremals els conjunts
compactes i tancats perque les funcions continues definides sobre ells sén
fitades i assoleixen els seus extrems, cosa que demostrara al capitol 1X, dedicat
a la continuitat, en el context dels espais topologics.

En aquesta secci6 Hausdorff demostra quatre teoremes, dels quals comen-
tem els tres primers i les demostracions que en va fer. En el quart, caracteritza
els compactes a partir de les dues nocions de punt d’acumulaci6é a qué ens hem
referit més amunt, ja sigui com a S-punt d’acumulacio6 o en el sentit del terme
en l'actualitat.

I. (Durchschnittssatz von Cantor). Eine absteigende Folge A; 2 A, 2 - - -
kompakter, abgeschlossener, von Null verschiedener Mengen hat einen von Null
verschiedenen Durchschnitt.

[l. (Teorema de la interseccié de Cantor). Una successié descendent de conjunts
A; 2 A 2 - - - compactes, tancats i no buits té interseccié no buida.]

PROVA. Escollim un punt a, de cada conjunt A,; denotem amb B,, < A, el
conjunt format pels punts a,, dn+1,-- -

Si B; és finit, hi haura un punt a tal que a,, = a per a infinits indexs. Aixi,
ae Ay peratotn =01, en conseqiéncia, D = A1 NAyn---# J.

Si By és infinit, B; admet un punt d’acumulaci6 a, ja que A; és compacte;
a també és punt d’acumulaci6é de B, per a tot n, i, per tant, també de A,. Com
que els A,, son tancats, a pertany a A,, i també a D. O

Il. (Satz von Borel). Ist eine kompakte abgeschlossene Menge in der Summe
einer Folge von Gebieten enthalten, so ist sie bereits in einer Summe von endlich
vielen Gebieten dieser Folge enthalten.

[Il. (Teorema de Borel). Un conjunt compacte i tancat que esta contingut en la
unié d’una successio de conjunts oberts, també ho estara en una subfamilia
finita d’aquest mateix conjunt d’oberts.]



4?2 Julia Moreno, Monica Blanco i Pere Pascual

PROVA. Sigui A un compacte de I’espai topologic E i G1,G>,... un recobriment
obert de A,

AcS=(GLuUGruU---).

Volem demostrar que existeix un n a partir del qual es compleix A < S, =
GiLUGyU:---UGyu.Posemque B, = AnS,iA, = A\ By, de manera que es
tenen les inclusions

S¢S <+ BicBygc--- Al2A2---

Amés, STUS U--- =G UGU--- =51, per tant, si fem la intersecci6 amb A,
en resulten les igualtats

BiUByU---=ANnS=A,
AiNAynNn---=A\(BiUByU--:)=0.

Com que els G, iels S, son oberts, E\S;, és tancati A, = AN (E\S,) és compacte
itancat. Si A, # @ per a tot n, pel teorema anterior la seva interseccio6 seria no
buida. Per tant, hi haun n tal que A,, = J; ésadir, A=B,iA=AnNS,, ésa
dir, A € S,. O

lll. (Umkehrung des Borelschen Satzes). Wenn fiir jedes System von Gebieten,
in deren Summe die Menge A enthalten ist, A bereits in einer Summe von
endlich vielen Gebieten dieses Systems enthalten ist, so ist A kompakt und
abgeschlossen.

[lll. (Reciproc del teorema de Borel). Si per a cada sistema de conjunts oberts,
en la unié dels quals esta contingut el conjunt A, A ja esta contingut en la unié
finita d’alguns oberts d’aquest sistema, llavors A és compacte i tancat.]

PROVA. Considerem que A no és compacte i sigui B un subconjunt divergent.
Per a cada punt a de A existeix un entorn U, tal que la interseccié B N U, és
finita (o buida). Els oberts U, formen un recobriment de A i, per hipotesi, en
podem extreure un subrecobriment finit. Pero, aleshores, B és un conjunt finit,
i arribem a una contradiccio.

Suposem ara que A no és tancat. Sigui x un punt d’acumulacié. Per I’axio-
ma de separacié de Hausdorff, per a tot a que pertany a A, existeixen en-
torns U, de a iV, de x tals que U, NV, = @ i, per tant, x no és de I’adheréncia
de U,. Els oberts U, formen un recobriment de A i, per hipotesi, existeix un
subrecobriment finit, A C Uy, U - - Ug,,. Com que 'adheréncia d’una unio finita
de conjunts és la unio6 de les adherencies, en resulta

XGEUMU"'UUa,n:UalU"'UUam,

i, per tant, x ¢ A, que és una contradiccié amb 1’elecci6 del punt x. O
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Veiem que el teorema de Borel i el reciproc del teorema de Borel es referei-
xen a recobriments oberts de tipus diferent. Per al teorema de Borel, Hausdorff
es redueix als recobriments numerables, mentre que per al reciproc ha d'usar
recobriments generals. Al capitol segiient, Hausdorff introdueix el primer i
segon axiomes de numerabilitat i, entre altres aspectes, realitza una analisi de
la cardinalitat del conjunt d’oberts i tancats d'un espai topologic que satisfa el
segon axioma de numerabilitat, cosa que li permet establir que d'un recobri-
ment obert qualsevol és possible extreure’n un subrecobriment numerable ([21,
teorema V, p. 272]). En particular, per a aquests espais, I’enunciat del reciproc
del teorema de Borel es pot reduir a recobriments numerables o, d'una manera
alternativa, el del teorema de Borel, a recobriments generals.

Els resultats establerts per Hausdorff sobre la compacitat en espais topo-
logics son aproximadament els equivalents als demostrats per Fréchet en el
context de les classes (V): obté el teorema de Borel per a recobriments nu-
merables, que seria I’analeg del teorema 36 de Fréchet, i ’equivaléncia de la
compacitat amb la propietat de Heine-Borel general per a espais que satisfan el
segon axioma de numerabilitat, que seria I’analeg del teorema 42 de Fréchet,
enunciat per als espais normals que, recordem, son separables (propietat simi-
lar al segon axioma de numerabilitat) i complets (propietat que és innecessaria
a posteriori).

4.3 L’establiment de la definicio d’espai topologic

Els Grundztige suposen l'inici del veritable desenvolupament de la teoria gene-
ral dels espais topologics, que va prendre com a punt de partida els axiomes
formulats per Hausdorff. Va ésser una obra pionera en la branca de la topologia
i que va contribuir al desenvolupament de I'estructura de les matematiques
modernes.

Al primer quart del segle xx figures importants com Kazimierz Kuratowski
(1896-1980), Heinrich Tietze (1880-1964), Pavel S. Alexandroff (1896-1982) o
Wactaw Sierpinski (1882-1969) van proposar sistemes d’axiomes alternatius
per definir els espais topologics, alguns basats en la idea de punts d’acumulaci6é
o adherents (com ara Sierpinski i Kuratowski) i d’altres que proposaven una
primera axiomatica a través dels oberts, com va fer Alexandroff [1]. No seria
fins a I'aparicio de la Topologie del grup Bourbaki, el 1940, que es fixaria la
definici6 actual mitancant els oberts.

André Weil (1906-1998) assenyala a [43, p. 37] el panorama dispers del
moment:

Les mathématiciens qui, depuis une trentaine d’annés, se sont occupés de
topologie générale, ont introduit dans cette branche des mathématiques un
ensemble complétement désordonné de notions et d’axiomes [...].

[Els matematics que, els darrers trenta anys, s’han ocupat de la topologia
general, han introduit en aquesta branca de les matematiques un conjunt
completament desordenat de nocions i axiomes [...].]
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A continuaci6, afegeix que els tnics espais que és util considerar son els que, en
aquell moment (1937), ell anomena espais topologics, els que satisfan que tota
reunié de conjunts oberts és un conjunt obert. Per a aquesta definici6, Weil
segueix ’exposici6é d'un altre membre fundador del grup Bourbaki, R. de Possel,
en el Séminaire de M. (Julia) (1935-1936) [11], qui parteix de la propietat de
la reuni6 d’oberts i va imposant més condicions, com la d’intersecci6 finita,
segons els resultats que es vulguin establir.

Moore ([30]) cita la tesi no publicada de Liliane Beaulieu, arxivera del llegat
Bourbaki, presentada el 1989, per explicar la decisi6 del grup de fundar la
noci6é d’espai topologic en els oberts. Segons aquesta citacio, Weil hauria
proposat comencar pels espais metrics i després arribar als espais més generals
formulats a partir de la funcié clausura definida per Kuratowski, mentre que
Claude Chevalley (1909-1984) considerava que era necessari crear les bases
dels espais topologics generals abans que les dels espais metrics i va decantar
la decisi6 cap a la presentaci6 per oberts, que és de la manera que apareixerien
en I'edicio del 1940.

Bourbaki va fer un reconeixement elogiés de ’obra de Hausdorff a les notes
historiques referents a la topologia general ([8, p. I-126]):

Avec Hausdorff commence la topologie générale telle qu'on I’entend aujourd’hui.
Reprenant la notion de voisinage, il sut choisir, parmi les axiomes de Hilbert sur
les voisinages dans le plan, ceux qui pouvaient donner a sa théorie a la fois toute
précision et toute la généralité désirables. [...] Le chapitre ou il en développe
les conséquences est resté un modele de théorie axiomatique, abstrait mais
d’avance adaptée aux applications. Ce fut |3, tout naturellement, le point de
départ des recherches ultérieures sur la topologie générale, et principalement
des travaux de I'école de Moscou, orienté, en gran partie vers le probléme de
métrisation.

[Amb Hausdorff comenca la topologia general tal com se I’entén avui en dia.
Reprenent la nocié d’entorn, va saber escollir entre els axiomes de Hilbert per als
entorns del pla, aquells que podien donar simultaniament a la seva teoria tota la
precisié i tota la generalitat desitjable. [...] El capitol en el qual en desenvolupa
les conseqliencies ha romas un model de teoria axiomatica, abstracta pero
per endavant adaptada a les aplicacions. Aquest va ser, naturalment, el punt
de partida dels treballs posteriors sobre la topologia general, i sobretot dels
treballs de I’escola de Moscou, en gran part orientada cap al problema de la
metritzacio.]

En la propera secci6 analitzarem la contribuci6é de ’escola de Moscou a
I'establiment de la noci6é de compacitat.

5 L’escola russa

A [9], Cameron assenyala que durant la darrera decada del segle XIX es va
produir un canvi radical en I'’ensenyament de les matematiques a la Universitat
de Moscou; es van abolir els cursos obligatoris i es deixa llibertat als professors
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per a la selecci6 dels continguts, fet que acabaria beneficiant la creativitat cien-
tifica. En aquest context, destaquen les figures de Dmitri Fiodorovitx Egorov
(1869-1931) i Nikolai Nikolaievitx Luzin (1883-1950), que van transformar per
complet I'’ensenyament de les matematiques, passant d'una formaci6 «esclero-
titzada» a una visio que despertava la curiositat dels estudiants i els dirigia cap
a la recerca en matematiques. La joventut dels estudiants, el seu entusiasme
i el sentiment de pertinenca al grup farien que els membres del seminari de
Luzin anomenessin Lusitania el collectiu. Alguns dels participants a Lusitania
esdevindrien matematics de primer nivell, com M. Y. Suslin, A. Y. Kinchin,
A. N. Kolmogorov, M. A. Laurentiev, o L. A. Lusternik [9]. En el llibre de Graham i
Kantor, [18], es pot llegir una descripcio interessant d’aquest grup, en contrast
amb I'escola francesa liderada per Borel, Lebesgue i Baire.

Entre els membres de Lusitania hi havia Pavel Serguéievitx Alexandroff
(1896-1982) i Pavel Samuilovitx Urysohn (1898-1924). Es van interessar, sobre-
tot, en les noves idees introduides per Hausdorff als Grundziige i van fundar el
Seminari de Topologia de la Universitat de Moscou.

Els treballs d’Alexandroff i Urysohn, ja siguin conjunts o individualment, re-
corren un ampli espectre de la topologia del moment. Pel que fa als compactes,
I'any 1929 van publicar la «<Mémoire sur les espaces topologiques compacts» [3],
que suposava el primer estudi sistematic de la compacitat deslliurant-la dels
problemes associats a la numerabilitat subjacent en els treballs de Fréchet i
Hausdorff. En aquesta memoria es tracten aspectes que van més enlla de la de-
finici6 d’espai compacte, aspectes que no tractarem aqui. Des del punt de vista
desenvolupat posteriorment pel grup Bourbaki, el de la teoria d’estructures, hi
havia un aspecte que no s’havia tractat a la memoria, I’analisi de 1'estabilitat de
la compacitat per productes. Tychonoff, deixeble d’Alexandroff, va introduir la
topologia producte i va demostrar que la compacitat es conservava per a un
producte d’espais compactes.

5.1 La memoria d’Alexandroff i Urysohn

Durant I’estiu del 1922, Alexandroff i Urysohn van llogar una casa de camp i
van comencar la seva collaboraci6 en I'estudi de la topologia general. El primer
manuscrit de la «Mémoire sur les espaces topologiques compacts» és fruit
d’aquella trobada, tot i que la seva publicaci6 es va endarrerir uns quants anys.
Al gener del 1923 el manuscrit estava preparat per a ser publicat i el van enviar
a la revista Fundamenta Mathematicae, on el van acceptar. Aquesta revista
acabava de rebre I'extens article d'Urysohn titulat «Mémoire sur les multiplicités
cantoriennes», que es va publicar en dos volums, per la qual cosa I’editor del
Fundamenta va considerar que no podia publicar I’article que li havien enviat,
també extens, en un futur immediat. Luitzen E. J. Brouwer (1881-1966) va
suggerir la revista Verhandelingen der Kon. Akademie van Wetenschappen te
Amsterdam per accelerar la publicaci6é de la memoria, on finalment es publicaria.
La necessitat d’enviar els documents i les proves corresponents entre Moscou
i Amsterdam, amb les dificultats que aix0 suposava en aquell moment, va
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endarrerir la publicacio fins ’'any 1929. Entre el 1922 i el 1929, Alexandroff i
Urysohn van fer diversos viatges per Europa, a Alemanya per visitar Hausdorff
0 a Holanda per visitar Brouwer, per exemple, en els quals van divulgar les
idees contingudes a la memoria i van fer diverses publicacions parcials en
qué anunciaven alguns dels resultats que hi apareixen ([2], pel que fa a la
compacitat). Aixi, tot i el retard en la publicaci6 del treball i les dificultats de
comunicaci6 entre la comunitat matematica del moment, les idees i resultats
d’Alexandroff i Urysohn van disseminar-se al llarg de la década dels vint.

La memoria ha estat reeditada en rus en diverses ocasions, en les quals
hi han estat afegits apendixs i comentaris pel mateix Alexandroff. Tot i que
no hem tingut accés directe a les edicions russes, Cameron ([9]) recull al-
guns comentaris de la introduccié d’Alexandroff a la tercera edicio, publicada
I'any 1971. Consideraven Fréchet i Hausdorff els fundadors de la topologia
general; mentre que atorgaven a Fréchet el mérit de la introduccié d’alguns
conceptes fonamentals (en un entorn proper a I’analisi), com la compacitat
i la completesa; consideraven que Hausdorff havia establert les bases de la
teoria de conjunts en els Grundziige. A [9, p. 360], Cameron cita el seglient
paragraf dels comentaris d’Alexandroff:

In this Memoir, P. S. Urysohn an | stood entirely on the basis of Hausdorff
«theory of sets», but the distinction from Hausdorff was that we were interested
not in questions of the logical analysis of classical theory, but within the newly
discovered topological spaces, we saw fascinating new topics of mathematical
investigation, and we decided actually to undertake the investigation with all
possible systematicness, beginning with that end which seemed to us the most
promising — the concept of compactness.

[En aquesta Memoria, P. S. Urysohn i jo ens manteniem en el context de la teoria
de conjunts de Hausdorff, pero a diferéncia de Hausdorff no estavem interessats
en qliestions de I’analisi logica de la teoria classica, sind que, en els recentment
descoberts espais topologics, vam veure nous temes d’investigacié matematica
fascinants, i vam decidir emprendre la investigacié de la manera més sistematica
possible, comencant per aquest proposit que ens semblava el més prometedor
—el concepte de compacitat.]

La memoria d’Alexandroff i Urysohn és el primer estudi sistematic dels es-
pais compactes. A més dels resultats que s’hi presenten, construeixen diversos
exemples que han esdevingut paradigmatics de les propietats que represen-
ten, com ara el quadrat amb I'ordre lexicografic, la doble circumferencia, etc.
Com veurem més endavant, ’aproximaci6é a la compacitat és mitjancant punts
d’acumulaci6é completa, cosa que va donar lloc a una interacci6é profunda entre
els espais compactes i algunes técniques i meétodes de la teoria de conjunts.
Van introduir i estudiar els espais absolutament tancats, els espais normals,
els espais regulars i els espais localment compactes; en particular, per exemple,
van provar que un espai compacte Hausdorff és normal. Del teorema de metrit-
zabilitat d’Urysohn ([32]), se’n deduia que els espais normals (que satisfan el
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segon axioma de numerabilitat) admetien un submergiment en un espai com-
pacte Hausdorff i plantejava la qiiestio de caracteritzar els espais que tenen
aquesta propietat, qiiestié que estara al centre de I’analisi de la compacitat
d’un producte. A continuacio, ens centrem en les pagines 7-11 de la memoria,
on es defineixen els espais bicompactes.

En la pagina 7 de la memoria es refereixen a la definici6 de compacitat i
adopten la nocio6 establerta per Fréchet i Hausdorff segons la qual un espai
topologic R és compacte si tot conjunt infinit contingut en R té almenys un
punt d’acumulaci6. Seguidament es troba la definici6 d'una nova nocio, la
de punt d’acumulacio completa:

Un point & est dit point d’accumulation compléte de '’ensemble A, si quel-que
soit le voisinage V (&), la puissance de A n V(&) est égale a celle de A tout
entier.

[Un punt & s’anomena punt d’acumulacié completa del conjunt A si, per a
qualsevol entorn V (&), el cardinal de A n V(&) és el mateix que el cardinal
de Al]

Utilitzen aquest concepte per a establir un resultat que resumeix i completa els
continguts als Grundziige sobre els espais compactes que hem comentat a la
subseccio6 4.2:

1. Chacune des propiétés ci-dessous est nécessaire et suffisante pour la compa-
cité de I’espace topologique R:

(a) Tout ensemble dénombrable situé dans R posséde au moins un point
d’accumulation compléte.

(b) (Théoréme de Cantor): toute suite décroissante dénombrable d’ensembles
fermés F; D F» D --- D F, D --- non vides situés dans R, posséde au
moins un point appartenant a tous les ensembles F,,.

(c) (Théoréme de Heine-Borel): de toute infinité dénombrable de domaines
recouvrant I’espace R de facon que tout & C R est intérieur a un (ou
plusieurs) de ces domaines, on peut extraire un nombre fini jouissant de
la méme propieté.

[1. Cadascuna de les propietats segiients és necessaria i suficient per a la
compacitat de I’espai topologic R:

(a) Tot conjunt numerable dins de R té almenys un punt d’acumulacié com-
pleta.

(b) (Teorema de Cantor): tota successié decreixent numerable de conjunts
tancats F; D F» D - - - D F, D - - - no buits i situats dins de R, té almenys
un punt pertanyent a tots els conjunts Fj.

(c) (Teorema de Heine-Borel): de tota infinitat numerable de conjunts que
recobreixen I’espai R de manera que tot punt & C R és interior a un (o
més) dels conjunts, se’n pot extreure un nombre finit que compleixen la
mateixa propietat.]
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Els autors remarquen que la necessitat d’aquestes propietats, aixi com la
suficiencia de la condici6 (c), apareixen al llibre de Hausdorff, i que la implica-
ci6 (b) > (a) és immediata, raonant per reduccioé a I’absurd. La possibilitat de
limitar-se als conjunts numerables en la condici6 (a) no havia aparegut en la
literatura cientifica degut al fet que les nocions de punt d’acumulacio6 i punt
d’acumulacié completa es confonen per als conjunts numerables.

En aquest punt, Alexandroff i Urysohn conclouen que la propietat d'un
espai topologic de ser compacte es pot reduir a propietats de «formacions
numerables», cosa que no comprén la idea intuitiva de compacitat, aquella de
posseir un caracter de tancament absolut [3, p. 8]. El teorema seglient permet
alliberar-se de la numerabilitat:

I. Les trois propriétés suivantes d’un espace topologique R, sont équivalents:

(A) Tout ensemble infini situé dans R posséde au moins un point d’accumula-
tion complete.

(B) Toute suite infinie bien ordonnée d’ensembles fermés decroissants posse-
de au moins un point appartenant a tous les ensembles de la suite.

(C) De toute infinité de domaines recouvrant I’espace R, on peut extraire un
nombre fini de domaines jouissant de la méme propriété.

[I. Les tres propietats segiients d’un espai topologic R sén equivalents:
(A) Tot conjunt infinit dins de R té almenys un punt d’acumulacié completa.

(B) Tota successi6 infinita ben ordenada de conjunts tancats decreixents té
almenys un punt pertanyent a tots els conjunts de la successio.

(C) De qualsevol infinitat de dominis que recobreixen I’espai R, se’'n pot
extreure un nombre finit de dominis amb la mateixa propietat.]

La prova d’Alexandroff i Urysohn d’aquest resultat segueix de prop les
demostracions dels teoremes de Hausdorff sobre els espais compactes, tenint
una cura especial en les cardinalitats que cal preservar. Per fer-ho introdueixen
les propietats (A;), (By), (Cy) com les enunciades al teorema pero involucrant
infinits de cardinal 7, i utilitzen el circuit

(€)= (A) = (By) = (B) = (C)

per a tot cardinal regular » a fi de concloure les equivaléncies enunciades. A
més, proven que (C,) = (By), per la qual cosa (A,), (By), (Cy) sOn, també,
equivalents.

Un resultat similar, en el context del espais (V) de Fréchet va ser provat
per Kuratowski i Sierpinski [26]. No s’observen referéncies creuades entre un i
altre article, fet que potser es deu a les dificultats de comunicacié del moment.
De fet, Alexandroff i Urysohn, en referir-se a Fréchet, assenyalen en una nota
a peu de pagina ([3, p. 2]) que han conegut els seus treballs després d’haver
elaborat la memoria, i remarquen les dificultats d’accés a la literatura cientifica
per als membres de la Universitat de Moscou.
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Alexandroff i Urysohn defineixen un espai bicompacte com aquell que satisfa
una de les condicions del teorema i, per tant, totes elles. La bicompacitat prove-
nia de la conjunci6 de dues propietats: la compacitat de Fréchet (o compacitat
numerable) i la compacitat final, que permetia passar del cas no numerable al
cas numerable. La distinci6 entre els espais compactes i els espais bicompac-
tes va clarificar ’analisi de les propietats topologiques que condueixen a un
teorema d’existeéncia d’extrems per a les funcions continues.

Des de les decades dels quaranta i els cinquanta del segle XX, s’ha imposat la
definicié d’espai compacte com aquell que satisfa la propietat dels recobriments
oberts expressada en la condicié (C) del teorema, la propietat anomenada
de Heine-Borel. Observem, pero, que la propietat (A) és la més propera a la
definici6 original de Fréchet, basada en la propietat de Bolzano-Weierstrass;
aixo explicaria el comentari d’Alexandroff en la introducci6 a la tercera edici6o
de la memoria reflectit per Cameron [9, p. 373-374]:

Alexandroff noted that at the time he and Urysohn developed the concept of
bicompactness it was done by means of complete accumulation points with a
secondary formulation in terms of completely ordered sequences of nonempty
decreasing closed sets, and a tertiary formulation by means of open covers.
Both of them felt that the order of the formulations represented the order
of importance but, as Alexandroff pointed out, paracompactness (the most
important generalization of bicompactness) is defined by means of open covers
and its importance in the resolution of the general metrization theorem has
shown this first impression to be incorrect.

[Alexandroff va observar que en el moment que ell i Urysohn van desenvolu-
par el concepte de bicompacitat ho van fer mitjancant els punts d’acumulacié
completa amb una formulacié secundaria en termes de successions ordenades
decreixents de conjunts tancats, i una formulacié terciaria a partir de reco-
briments oberts. Ambdés creien que I'ordre de les formulacions representava
I'ordre d’importancia, pero, com Alexandroff va fer notar, la paracompacitat (la
generalitzacié més important de la bicompacitat) es defineix a partir de recobri-
ments oberts i la seva importancia en la resolucié del teorema de metritzacio
general ha evidenciat que la primera impressié era incorrecta.]

Fem notar que la nocié d’espai paracompacte fou introduida per Dieudonné
quinze anys més tard, a I'article [12].

5.2 Sobre el teorema de Tychonoff

En larticle «Uber die topologische Erweiterung von Raumen» («Sobre I'exten-
si6 topologica dels espais») publicat 'any 1930 a Mathematische Annalen,
vegeu [40], Tychonoff analitza en quines condicions un espai topologic (de
Hausdorff) X admet un submergiment en un espai compacte (per submergi-
ment o encaix s’entén una aplicacié continua i injectiva de X en un altre espai
que indueix un homeomorfisme entre X i la seva imatge). El plantejament
del problema hauria sorgit a partir de les sessions del Seminari de Topologia
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dirigit per Alexandroff i s’inspiraria, com hem remarcat a la secci6é anterior, en
el teorema de metritzabilitat d’'Urysohn [42], que havia provat que un espai
normal que satisfa el segon axioma de numerabilitat és metritzable veient
que admet un submergiment en el cub I®. La compacitat del cub I® era ben
coneguda, atés que es tractava d'un subconjunt de I'’espai meétric R® estudiat
per Fréchet.

A la introduccio6 de I'article, Tychonoff anuncia que demostrara el teorema
seguent:

Satz I. Zu jeder Kardinalzahl T gibt es einen nur von dieser Kardinalzahl abhan-
genden bikompakten Raum R, von der Eigenschaft, dass jeder normale topo-
logische Raum, der ein Umgebungssystem von einer Machtigkeit < T besitzt,
einer Teilmenge des Raumes R+ homéomorph ist.

[Teorema I. Per a cada nombre cardinal T existeix un espai bicompacte R+ que
depén només d’aquest nombre cardinal tal que qualsevol espai topologic normal
que té una base d’entorns de cardinal menor o igual que T és homeomorf a un
subconjunt de R+.]

Tychonoff s’inspira en el lema d’Urysohn ([32]) i introdueix els espais com-
pletament regulars, amb els quals caracteritza els espais que admeten un
submergiment en un espai compacte Hausdorff [40, teorema I1].

La demostraci6 de Tychonoff del teorema I segueix la mateixa linia que
la demostracié establerta per Urysohn per al seu teorema de metritzabilitat.
L’existéncia de suficients funcions continues sobre un espai normal, i de fet
també sobre un espai completament regular, permet construir una aplicacio
de XenR: =1I1",onlI = [0,1] (per a Tychonoff, T és un ordinal que representa
un cardinal de tipus particular, que és un conjunt ben ordenat). A diferencia,
pero, del cas numerable, ara IT no és un espai metric, per la qual cosa s’ha de
comencar donant un sentit a I'espai topologic R+. A la pagina 546 defineix, per
primera vegada en la literatura, la topologia producte de I":

Es sei Jx eine Menge von der Machtigkeit T von abstrakt gegebenen zueinander
fremden Einheitsstrecken 0 < t < 1. Ein Punkt x des Raumes R; is definiti-
onsgemass der Inbegriff {t1,t,...,ty,...} von «Koordinaten» t,, wobei t ein
Punkt von J4, also eine reelle Zahl 0 < t, < 1 ist. Die Umgebungsdefintion
geschieht folgendermassen: Es sei xo = {t?,t9,...,t3,...} ein Punkt von R. Wir
wdhlen beliebig endlichviele J4,, ..., Jx, und auf jedem dieser Intervalle J, zwei
rationale Zahlen T, <t} < Ty ; eine Umgebung von x, = {0,19,...,t9,...}
besteht dann definitionsgemass aus allen Punkten x = {t1,t,...,ty, ...}, die
den Bedingungen T, <ty < T, geniigen.

[Sigui J« un conjunt d’intervals de cardinal T. Un punt x de I’espai R esta definit
per I’expressid {ti,ts,...,ty, ...} de les «coordenades» ty, on ty és un punt
de Ju, és adir, un nombre real 0 < t4 < 1. Es defineixen els entorns de la manera
segiient: Sigui xo = {t%,t9,...,t%,...} un punt de R.. Triem un nombre finit
d’intervals Jy,,...,J«, i per a cadascun d’aquests intervals J;, dos nombres
racionals T, < t% < Tu; un entorn de xo = {t7,t9,...,t5...} és per definicié
el conjunt de punts x = {t1,t2,...,ty, ...} que satisfan T&L_ <ty < T&'i.]
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El sistema d’entorns definit determina, en efecte, un espai topologic de
Hausdorff. Tychonoff imposa la racionalitat dels nombres T, i T, per mantenir
el control sobre el cardinal de I", ja que llavors 8o - T = 7.

L’altre ingredient que necessita Tychonoff per a adaptar la demostraci6
d'Urysohn és provar que I'espai topologic R = IT aixi definit és bicompacte. La
demostracio, que desenvolupa en la secci6 2, Beweis der Bikompaktheit von R+
(‘demostracié de la bicompacitat de R;’), utilitza induccié transfinita per a
construir coordenada a coordenada un punt d’acumulacié completa per a un
subconjunt infinit E < R+ donat. En un article posterior, «Ein Fixpunktsatz»
(«Un teorema de punt fix»), publicat I'any 1935 [41], Tychonoff necessita la
compacitat d'un producte d’espais bicompactes de Hausdorff arbitraris; a
la pagina 772 comenta:

Das Produkt von bikompakten Rdumen ist wieder bikompakt. Diesen Satz
beweist man wortlich so wie die Bikompaktheit des Produktes von Strecken.

[El producte d’espais bicompactes és també bicompacte. Aquest teorema es
demostra literalment com la bicompacitat dels productes d’intervals.]

La versi6 general d’aquest teorema és el que es coneix com a teorema de
Tychonoff, resultat que es considera un dels més importants de la topologia
general. Comentarem una variant de la demostracio, essencialment equivalent
a la demostracié de Tychonoff, deguda a Eduard Cech (1893-1960). Un bon
exercici consisteix a seguir la prova per al producte de dos espais bicompactes
(cf. [45]).

En T'article publicat 'any 1937 a Annals of Mathematics que porta per
titol «<On bicompact spaces», Cech va estendre els resultats de Tychonoff i va
introduir el que s’anomenaria més tard la compactificacio de Stone-Cech (que
va ser introduida simultaniament i de forma independent per Marshall Stone
(1903-1989)) [32]. En la primera part de I'article [10], Cech exposa les idees i
definicions que utilitzara en el seu treball i, en particular, demostra el teorema
de Tychonoff general; a la pagina 830, enuncia:

The cartesian product S =)9;S; of any family of bicompact spaces is a bicompact
space.

[El producte cartesia S =)9;S; de qualsevol conjunt d’espais bicompactes és un
espai bicompacte.]

La demostracié que planteja, que és la que presentem a continuacio, segueix
basicament la linia de la que havia fet Tychonoff anys enrere amb algunes mo-
dificacions menors, com usar recobriments oberts alla on Tychonoff utilitzava
sistemes de tancats amb interseccions finites no buides.

PROVA DEL TEOREMA DE TYCHONOFF. Per a facilitar la lectura de la prova, re-
formularem algunes de les notacions de l'article de Cech. El resultat que volem
provar és que, donada una familia d’espais topologics bicompactes, X, « € I,
el producte X = J[,er X« €s un espai bicompacte. Per veure-ho és suficient
provar que tot conjunt infinit E C X té un punt d’acumulacié completa.
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Pel teorema de Zermelo, podem suposar que els elements de I son de tots els
ordinals menors o iguals a un ordinal donat. Tal com esta definida la topologia
producte, n’hi ha prou de veure que es pot construir un punt z = (z4) definint
les coordenades per induccio6 transfinita de manera que se satisfaci la propietat
seguent:

(Ax) Per a qualsevol nombre finit d’indexs «;,..., &, < « i qualssevol oberts
Us;, C Xg;, 1 <1 <, el cardinal de

(Ualx---annx [ XB>mE
B+

és igual al cardinal de E.

Suposem definides les coordenades z4 per a @ < A i provem que existeix z, de
manera que se satisfa (A,): en cas contrari, per a tot y) € X, hi ha:

— un entorn y, € Uy, C Xj,
— un subconjunt finit d’'indexs I(y,) menors que A,
— i entorns oberts z4 € szj CXa,pera e I(yy),

tals que, si escrivim

U= [] Uwx [] X5 Vo= ] Vaex [] X
xel(ya) BEL(yy) xel(ya) BEIL(y)

el cardinal de E N U(ya) N V() és menor que el cardinal de E.
Els oberts U,, formen un recobriment de Xj, i per la bicompacitat de X, en
podem extreure un subrecobriment finit,

Xx=Upu---UUym )
Aixi, el cardinal del conjunt
EnUdnvinn---nUHnVyl)
és menor que el cardinal de E. Per (2), aquest conjunt conté
EnV(yH)n---nV(ymh),

que, per tant, tindra cardinal menor que el de E. Pero aixo és absurd ja que es
compleix (A,) per a qualsevol u tal que & < p < A, per a tot @ € I(A,). O

Cech va preguntar si el producte d’espais compactes és un espai compacte.
Anys més tard, el 1949, J. Novak va mostrar un exemple de dos espais compac-
tes amb producte no compacte; és a dir, la compacitat de Fréchet no és estable
per a productes ([33]), i referma aixi la noci6 d’espai bicompacte per damunt
de la d’espai compacte.
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6 Reflexions finals

La noci6 de compacitat és una abstraccié de les propietats topologiques dels
intervals [a, b] de la recta real, que es remunten als teoremes de Bolzano i
de Weierstrass. El teorema de Borel i les extensions de Schonflies i Lebesgue
afirmen que tot recobriment obert d'un interval [a, b] admet un subrecobriment
finit. Com en molts altres teoremes importants, la conclusi6 del teorema ha
esdevingut la definici6 d'un nou concepte, el d’espai (bi)compacte.

Desprendre la propietat de Heine-Borel dels recobriments dels intervals del
teorema Bolzano-Weierstrass fins a consolidar la definici6 d’espai compacte no
va ser immediat. D’'una banda, hem vist com sorgeix aquesta propietat per a
recobriments numerables en la tesi de Borel. Per a Borel, el teorema permetia
en certes situacions provar I'existéncia de punts d'un interval fora d’'una uni6
numerable de subintervals, i el va utilitzar en la seva proposta de teoria de la
mesura definida a partir de recobriments numerables i no pas finits, com els
que s’empraven en la definicié de contingut de Jordan.

D’altra banda, I’analisi dels espais de funcions o la de les varietats geome-
triques de Riemann aconsellaven estudiar espais generals en qué es pogués
definir la continuitat d'una funci6 i, en particular, caracteritzar aquells espais
en els quals les funcions continues estan fitades i assoleixen els seus extrems.
Fréchet va desenvolupar uns espais abstractes propers a I’analisi i va proposar
la definici6 d’espai compacte basant-se en la propietat de Bolzano-Weierstrass
dels intervals. A més, va relacionar la compacitat amb el teorema de Borel. Per
la seva banda, Hausdorff va desenvolupar una teoria més geomeétrica, la dels
espais topologics, a la qual va estendre els resultats sobre espais compactes de
Fréchet.

Alexandroff i Urysohn van tancar el cercle amb la nocié d’espai bicompac-
te, deslligant els espais compactes de formacions numerables, i analitzant
aquesta nova categoria d’espais d'una manera profunda i sistematica. Final-
ment, el treball de Tychonoff confirmava la rellevancia dels espais bicompactes,
importancia que no deixaria de créixer en anys posteriors.

Sovint els estudiants dels cursos de grau troben dificil d’entendre la definicio
d’espai compacte mitjancant la propietat de Heine-Borel; pensem que coneixer
I'origen de la noci6 de compacitat i el cami seguit fins a consolidar-la pot
ajudar-nos en la presentacié que en fem a classe.
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Limits de grafs
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Resum: La teoria dels limits de grafs es va desenvolupar la primera década del
segle xx1 amb I'objectiu de donar un model matematic de les grans xarxes que han
aparegut amb l'eclosi6é d’Internet i que també son presents a la biologia, la fisica,
la medicina o les ciéncies socials. La creacié d’aquesta teoria ha estat liderada pel
matematic hongares Laszlo Lovasz, que el febrer del 2019 va rebre el Premi Europeu
de Ciencia Hipatia atorgat pel Barcelona Knowledge Hub de ’Academia Europaea. En
aquest article es descriuen les nocions i resultats basics de la teoria de limits de grafs.
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1 Introduccio

En el moment d’escriure aquest article, la pagina https://www.internet
Tivestats.com/ indica que hi ha 1705226930 pagines web actives i
4300014 560 usuaris d’'Internet. Xarxes d’aquesta mida no séon infreqiients
a la natura. S’estima que al cervell huma hi ha uns 100 miliards (100 x 107)
de neurones. En deu grams de diamant hi ha uns 102% atoms cohesionats
per una xarxa d’interaccions quimiques, enriquides per una infima proporci6
d'impureses que caracteritzen el seu comportament. Tant des del punt de vista
tecnologic com cientific, el repte de tractar, entendre o gestionar xarxes amb
un nombre molt gran de nodes s’ha convertit en un objectiu prioritari.

La teoria de grafs ofereix un model matematic natural per a les xarxes
d’interconnexio6. Un graf és un parell G = (V, E) format per un conjunt V, els
elements del qual s’anomenen vértexs o nodes, i un conjunt E de parells de
vertexs, anomenats arestes. Un graf és un objecte matematic que formalitza les
relacions binaries entre elements d'un conjunt. L’origen de la nocié matematica
de graf se situa en la solucié que va donar Euler el 1736 a 'anomenat problema
dels ponts de Konigsberg, un problema de naturalesa topologica i combinatoria;
vegeu, per exemple, [1]. El desenvolupament de la teoria de grafs es va produir
sobretot al segle XX, impulsat d'una manera especial pel progrés de les ciencies
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de la computacio, pero també per la seva versatilitat com a model natural en
moltes arees de la matematica, les ciencies i la tecnologia.

El matematic hongares Laszl6 Lovasz va ser un dels protagonistes del desen-
volupament de la teoria de grafs en la segona meitat del segle xx, pel fet d’es-
tablir relacions profundes amb altres arees de la matematica, com la topologia,
la geometria, la probabilitat, ’algebra, I’analisi o I'optimitzaci6. Quan era pro-
fessor a la Universitat de Yale, va acceptar una proposta per a incorporar-se al
Theory Group of Microsoft Research a Redmond (Washington), on des del 1996
fins al 2006 va liderar el projecte de creaci6 de la teoria matematica dels li-
mits de grafs, esperonat pel repte de proporcionar una eina matematica per
a I'analisi de grans xarxes. El resultat d’aquesta aventura esta recollit en una
extensa monografia, Large Networks and Graph Limits [11], publicada el 2012
per I’American Mathematical Society, i que esta tenint un impacte enorme
en I'estudi de les grans xarxes. El text estableix d’'una banda el context teo-
ric que ha esdevingut definitiu i, de I'altra, planteja diverses direccions de
desenvolupament de la teoria que formen un projecte de recerca de gran abast.

Entre les multiples distincions, premis i reconeixements que Lovasz ha
obtingut en la seva carrera professional com a matematic, trobem el Premi
Europeu de Ciéncia Hipatia, en la seva primera edicié el 2019, instituit pel
projecte conjunt de la Barcelona Knowledge Hub de I’Academia Europaea.

Ajuntament de
Barcelona

L’alcadessa de Barcelona Ada Colau en I’entrega del
Premi Hipatia a Laszl6 Lovasz el 5 de febrer del 2019.

En el seu discurs d’acceptacid, Lovasz va expressar el seu convenciment que
I'analisi de grans xarxes sera un dels motors del desenvolupament cientific i
tecnologic en les properes décades. Entre les moltes aplicacions naturals de
la teoria a les ciencies de la computacio, 'enginyeria, la biologia o la fisica, va
aventurar que les eines d’analisi de grans xarxes havien de contribuir també
a millorar el coneixement del moéon que ens envolta, vist des de I’0optica d’'una
immensa xarxa d’interaccions.

Aquest article vol oferir una introducci6 a la teoria de limits de grafs,
esbossant les intuicions que hi ha darrere I’elecci6 de les seves nocions basiques
i descrivint els resultats més basics de convergencia de grafs.
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Per tal de presentar una visio global, hem optat per descriure la linia argu-
mental que porta a les nocions basiques i hem obviat algunes de les demostra-
cions que, o bé tenen una naturalesa molt tecnica, o bé tenen una complexitat
que excedeix el format d'un article d’exposicié com aquest. Dit aixo, hem volgut
recollir tots els elements que condueixen a la definici6 de successions conver-
gents de grafs i els seus limits, i presentar les proves d’alguns dels teoremes
clau en aquesta teoria.

La teoria va molt més enlla del que s’exposa en aquest article. Les prop de
cinc-centes pagines de la monografia de Lovasz [11], escrites amb la seva usual
claredat i transparéncia, donen una perspectiva molt més amplia del tema i
son una referéncia excellent per a qualsevol lector interessat en el tema. Hi ha
també exposicions més succintes que poden resultar utils, com les notes de
Dan Kral’ [9] o I'article expositiu d’Andrzej Grzesik i Dan Kral’ [5].

Per situar el context, cal dir que hi ha dues teories generals de limits de grafs:
la dels grafs anomenats densos i la dels grafs dispersos. Aqui ens centrarem
només en la primera classe, grafs en els quals el nombre d’arestes és una
proporci6 positiva del nombre total possible d’arestes. Si G és un graf amb
n = |V| vertexs, aleshores el nombre de possibles parells de vértexs és (72’) ~

n?/2. Els grafs densos tenen cn? arestes per a alguna constant 0 < ¢ < 1/2.
Com que l'objectiu és tractar limits, aquestes afirmacions s’han d’entendre des
del punt de vista asimptotic. Els grafs dispersos, en canvi, tenen una quantitat
subquadratica d’arestes. No totes les grans xarxes es corresponen amb grafs
densos, i alguns dels casos més interessants justament no ho son. Tot i aixi, la
teoria de limits de grafs densos illustra d'una manera efectiva els problemes
que es plantejen i el tipus de resultats que es persegueixen.

D’altra banda, els grafs son només un dels objectes combinatoris, potser
el més simple, per al qual s’ha desenvolupat la teoria. L’objectiu general és
establir una nocio de limits d’estructures combinatories, que inclouen permu-
tacions, hipergrafs o complexos simplicials, entre d’altres. Fins i tot en I’ambit
dels grafs hi ha variants, com ara grafs etiquetats, grafs acolorits, grafs dirigits
o grafs signats, que tenen un interes especial en les aplicacions. La teoria dels
limits d’estructures combinatories ha estat estesa a cadascun dels exemples
mencionats prenent com a base la teoria dels limits de grafs.

En I'article es fa servir terminologia estandard de teoria de grafs. El text de
Reinhard Diestel [2] n’és una refereéncia excellent. La majoria dels termes estan
definits quan es fan servir per primera vegada. D’altres s’avenen a interpreta-
cions naturals i confiem que el lector agraira que s’obviin algunes definicions
formals. Per exemple, una aresta d’'un graf és un parell de vértexs, i es diu
també que I'aresta uneix els dos vertexs, que aquests li sén incidents i que
els dos vertexs son adjacents, totes elles denominacions que reflecteixen la
representacio grafica usual d'un graf en el pla, en la qual els vértexs son punts
iles arestes, arcs simples que els uneixen.

Un graf es pot definir sobre qualsevol conjunt, discret o no. En la teoria
de grafs classica, hi ha molts problemes que tracten grafs amb conjunts de
vertexs no numerables, per exemple, grafs geometrics en espais euclidians.
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A continuacio, pero, assumirem sempre que els grafs tenen un conjunt finit
de vertexs. De fet, és usual imaginar que el terme G, duna successio de
grafs (G, : m € N) té n vertexs. La teoria de limits de grafs fa referéncia a
successions de grafs en que les successions de nombres de vertexs dels termes
de la successio no son fitades. El primer objectiu de la teoria és definir una
bona nocié de convergencia d'una successio de grafs i identificar un objecte
matematic adient per a la nocié de limit d’'una successié convergent.

2 Grafons

La noci6 de limit ha resultat fonamental en el desenvolupament de la matemati-
ca, ja que ha permes passar de I’enumeracio6 a la mesura, del discret al continu.
El conjunt de nombres reals és un concepte ideal construit a través de la noci6é
de limit que, si bé té un referent difés a la natura i és sobretot una construc-
ci6 intellectual, ha resultat d’'una utilitat extraordinaria. En la historia de la
matematica, la nocié de limit ha estat estesa a objectes més complexos que
els conjunts de nombres, com ara funcions, espais, estructures algebraiques,
etc. El bagatge analitic proporciona les eines necessaries per a saber entendre i
manipular limits d’objectes matematics complexos. En el cas dels limits d’es-
tructures combinatories la novetat esta en el fet que, tot i els precedents en el
mon de les estructures aleatories discretes, no s’havia plantejat explicitament
quins son els objectes limit adequats per a aquestes estructures.

Un dels objectius de la teoria de limits de grafs és capturar en un objecte
limit algunes de les propietats raonables que pot interessar estudiar en I'analisi
de grans xarxes: qiiestions relatives a la connectivitat, I’existéncia de subes-
tructures, la distribuci6 de les arestes, particions de nodes amb graf quocient
estructurat, etc. Per exemple, no té gaire sentit preguntar-se per la paritat del
nombre de nodes o I'existéncia d'un nombre especific de triangles.

En el cas dels grafs, que descriuen relacions binaries en un conjunt, la
definicio de limit que resulta natural és la segiient:

DEFINICIO 1 (GRAFO). Un grafo és una funcié mesurable (entés sempre respec-
te de la mesura de Lebesgue)

w:[0,1] x[0,1] = [0, 1],

que és simetrica en les seves variables: W (x,y) = W(y,x) per atot (x,y) €
[0,1] x [0, 1].

El nom grafé prové de la contracci6 de graf i funcié. Denotem per Wy I'espai
d’aquestes funcions, és a dir, ’espai de funcions simetriques de L* ([0, 1] X
[0,1]) que prenen valors a [0, 1].

Donat un graf G, es pot definir un graf6 associat a G de la manera segtient.
Si G té un conjunt de vertexs {1,2,...,n}, considerem una particio de [0, 1]
enintervalsI; = [0,1/n),I» = [1/n,2/n),...,I, = [(n—-1)/n,1] de la mateixa
mida. Denotem per W el grafo

1 (x,y)el;xIj, {i,j} € E(G),
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De fet, qualsevol partici6é de [0,1] en n intervals, o n conjunts mesurables,
serviria per a fer aquesta associacid, pero la nostra notacio per al grafé Wg
estara relacionada amb una equiparticié de I'interval. A la figura 1 s’illustra
aquesta associacio per al cas del graf bipartit complet K55, en que el conjunt
de vertexs esta partit en dos subconjunts de cinc vértexs cadascun i les seves
arestes son tots els parells amb un vértex a cada part.

le 6
2e o7
3e °8
4e 99
S5e 910

Figura 1: El graf bipartit complet K55 i el seu grafé associat.

Aixi doncs, a cada graf se li pot associar un grafé6 de manera natural, que
pren valors a {0,1}. Veurem que en la definicié de convergéncia de grafs no
n’hi ha prou amb els grafons que prenen valors a {0, 1}. Totes les funcions
de Wy son necessaries per a completar 1’espai dels grafs.

Una manera grafica de relacionar grafs i grafons s’obté a través de la matriu
d’adjaceéncia del graf. Si G = (V,E) és un graf amb un conjunt de vertexs
V ={1,2,...,n}, lamatriu d’adjacéncia de G és una matriu quadrada A = A(G)
d’ordre n amb entrades a {0,1}, on A;; val 1 si {i, j} és una aresta del graf
i Ajj = O altrament. La figura 2 illustra el graf complet bipartit K55 i la seva
matriu d’adjacencia.

0000011111
K ®* flooo0oo001 1111
0000011111
c » 10000011111
0000011111
¢ s 1 11110 0 0 0 0
1111100000
. s |1 111100000
1111100000
1111100000
[ 4 9

Figura 2: El graf bipartit complet K5 5, la seva matriu d’adjaceéncia
i el graf6 complet bipartit.
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Més endavant veurem que la successio {K,,, ¥ € N} de grafs bipartits
complets és convergent i té per limit el grafo bipartit complet W, , definit com

1 (x,y)el[0,1/2) x[1/2,1],
0 altrament.

Wix,y) = JL

S’obté una representacio6 grafica d'un graf6 dibuixant al quadrat [0,1]%[0, 1] les
imatges com a punts del blanc (0) al negre (1) passant per diferents intensitats
de grisos per a valors a (0,1). D’aquesta manera es pot interpretar el grafo
com un limit de les matrius d’adjacéncia quan I'ordre n de la matriu tendeix
a infinit. Amb aquesta representacio, el graf6 bipartit complet esta representat a
la figura 2 (observem que, respectant la notacié matricial, el sentit creixent de
I'ordenada és de dalt a baix).

Una altra manera de relacionar grafs i grafons ve donada pels grafs aleatoris.
L’anomenat graf aleatori d’Erdés-Rényi d’ordre n i probabilitat p, G(n, p), s’ob-
té posant cada aresta {i, j} independentment amb probabilitat p en el conjunt
de vertexs {1,2,...,n}. Pera p = 1/2 és facil comprovar que I'objecte aleatori
que resulta correspon a escollir aleatoriament amb la distribucié uniforme un
graf entre tots els possibles grafs de n veértexs.

A cada grafo W se li pot associar un graf aleatori Gy de n vertexs de la
manera segiient. Un W-graf aleatori d’ordre n és el graf Gy que té per conjunt
de vertexs n punts xi,..., Xy, escollits independentment amb la distribucio
uniforme a [0, 1], i posant cada aresta {x;, x;} a Gy amb probabilitat W (x;, x;)
independentment. Quan W és un grafé constant, W = p, aleshores Gy, és el
graf aleatori G(n,p). Veurem que la successio {G(n,1/2) : n € N} de grafs
aleatoris amb p = 1/2 convergeix al graf6 W = 1/2. La figura 3 illustra una
possible realitzacio del graf aleatori G(6,1/2) i el grafo W = 1/2.

01 1 010

1 001 00

3 0 1 0 0 0 0 1
01 0 0 01

1 000 00O

4 5 001100

Figura 3: Una realitzaci6 del graf aleatori G(6,1/2), la seva matriu
d’adjacenciaiel grafo W = 1/2.

A continuacié es donara una noci6 natural de convergéncia de successions
de grafsi es veura que els grafons son els objectes limit naturals per a aquesta
nocio.
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3 Homomorfismes de grafs

La definici6 dels grafons com a objectes naturals de limits de successions de
grafs té diverses justificacions. Una de les més illustratives prové de la noci6
d’homomorfisme de grafs. Donats dos grafs G i H, una aplicacio f: V(G) —
V(H) és un homomorfisme de grafs si respecta les adjacencies: per a cada
aresta {x,y} de G, {f(x),f(y)} és una aresta de H. Aquesta és la noci6
natural de morfisme en la categoria dels grafs. Si hi ha un homomorfisme del
graf G al graf H, escrivim G — H. Observem que un homomorfisme f: G — H
pot enviar un parell {x, ¥} que no és una aresta de G a un parell {f(x), f(y)}
que pot ser 0 no una aresta de H.

05 14

Figura 4: Un homomorfisme del cicle Cg al graf de la dreta.

Si f: G — H és un homomorfisme bijectiu tal que el seu invers és també un
homomorfisme, aleshores f és un isomorfisme i els grafs G i H sén isomorfs,
és a dir, indistingibles llevat d’'una permutacio dels vertexs.

Els homomorfismes permeten descriure moltes de les propietats dun graf.
Per exemple, si Ky denota el graf complet amb k veértexs (tots els parells de
{1,2,...,k} son arestes de Ky), aleshores Ky — G indica que el graf G conté
una clica d’ordre k (un subgraf de G isomorf a Ki). D’altra banda, G — K} indica
que G admet una k-coloracié propia, és a dir, una partici6é dels vértexs de G en
k parts de manera que cada part indueix un subgraf sense arestes. En altres
paraules, si f: G — Ky és un homomorfisme i acolorim cada vertex x € V(G)
amb el «color» f(x), cada aresta de G és incident amb vertexs de colors
diferents (no hi ha arestes monocromatiques). Un graf G que és 2-acolorible
es diu que és un graf bipartit: el conjunt de vertexs de G admet una particio
en dues parts de manera que les arestes de G tenen un sol vertex a cada part.
No és dificil comprovar que si G és un graf bipartit connex (cada parell de
vertexs es pot unir per una successio de vertexs cadascun adjacent al segiient),
aleshores la bipartici6 és Unica.

La complexitat algorismica del problema de decidir, donats dos grafs G
i H, si G — H, reflecteix la complexitat dels homomorfismes. Si el graf de
sortida G és fixat, decidir per a cada H si G — H és un problema que es pot
resoldre en temps que és polinomic en la mida de I’entrada H del problema. Més
especificament, el problema és polinomic en el nombre n = |V (H)| de vertexs
de H: només cal inspeccionar cadascuna de les aplicacions de V(G) — V(H), de
les quals n’hi ha n!V(©! (una quantitat polinomica en n) i comprovar si és
un homomorfisme. Un teorema celebre de Pavol Hell i Jaroslav NeSettil ([6])
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estableix que, si fixem el graf d’arribada H, el problema de decidir per a cada G
si G — H és polinomic en la mida n = |V(G)| de 'entrada del problema
nomeés si H és bipartit, i és en canvi NP-complet si H no és bipartit. Per
als lectors no familiaritzats amb la complexitat algorismica, n’hi ha prou de
saber que la classe de problemes NP-complets es considera a la cuspide d’'una
jerarquia de dificultat en la resolucié d’'una amplia classe de problemes de
manera algorismica. Segons el teorema, doncs, per a H fix, decidir si G — H és
o bé senzill o bé molt dificil. Per aixo el resultat és conegut com la dicotomia
dels homomorfismes. La monografia [7] dels mateixos autors és una referéncia
excellent sobre homomorfismes de grafs.

Denotem per Hom(G, H) el conjunt de tots els homomorfismes de G en H
i amb hom(G, H) el seu nombre. Ocasionalment sera util considerar només
homomorfismes injectius, el nombre dels quals es denota per inj(G, H). També
sera util el nombre dels homomorfismes injectius que respecten la no adja-
céncia, és a dir, homomorfismes injectius f: G — H tals que, per a cada parell
de vértexs x, y de G, la imatge {f(x), f(y)} és una aresta de H si, i només si,
{x,»} és una aresta de G. En aquest cas, f(G) és un subgraf induit de H, és
a dir, hi ha un subconjunt de vertexs U C V(H) tal que el subgraf H[U] de H
format pels vertexs de U és isomorf a G. Diem aleshores que f és una immersio
de G en H i denotem per ind(G, H) el nombre d’'immersions de G en H.

Les tres quantitats, hom(G, H), inj(G,H) i ind(G, H), estan relacionades
entre elles. Per exemple,

inj(G,H) = > ind(G',H),
G'2G
on el sumatori s’estén a tots els grafs G’ que contenen G amb el mateix conjunt
de vertexs, i
hom(G, H) = > inj(G/P,H),
P
on el sumatori s’estén a totes les particions P del conjunt de vertexs de G i
G /P denota el graf quocient, que té per vertexs els elements de P i dues parts
son adjacents si hi ha una aresta de G que uneix un vertex de cada part. Les
relacions inverses es poden obtenir fent servir la férmula d’inversié de Mobius.
Per a un graf G, el conjunt de nombres hom(-,G) ={hom(H,G) : H € G}, on
G és la classe de tots els grafs, s’Tanomena perfil de G per 'esquerra. De manera
analoga, hom(G, -) = {hom(G,H) : H € G} és el perfil de G per la dreta. Un
resultat rellevant, obtingut per Lovasz fa més de cinquanta anys, és el segiient.

TEOREMA 2 (LOVASZ [10]). Els nombreshom(-, G) determinen G llevat d’isomor-
fisme. El mateix és cert per als nombres hom(G, -).

PROVA. Si G i G’ tenen el mateix perfil per ’esquerra, se satisfa també que
inj(H,G) = inj(H,G’),
per a tots els grafs H. En particular,

inj(G, G) = inj(G,G") = inj(G',G) =inj(G',G"),
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i tots quatre nombres sén no nuls. Per tant, hi ha un homomorfisme injectiu
de Gen G’ iun de G’ en G. Aixi doncs, els dos grafs sén isomorfs. Un argument
semblant prova el cas del perfil per la dreta. O

Els nombres hom(G, H) permeten expressar moltes de les propietats d'un
graf. De I'extensa llista de relacions entre parametres de grafs i nombres d’ho-
momorfismes, en donem només alguns exemples senzills (les denominacions
dels grafs implicats estan illustrades a la figura 5).

1. Denotem per Sy l'estrella de k vertexs. El conjunt d’arestes de Sy és
{{1,i} :i=2,...,k — 1}. El grau d(x) d'un veértex x en un graf G és el
nombre d’arestes de G que son incidents amb x. El nombre hom(Sk, G)
dona els moments d’ordre k — 1 dels graus:

hom(Sk,G) = > (d(x)* L.
xeV(G)

2. Denotem per Cy el cicle de k vertexs. El conjunt d’arestes de Cy és {{i,i+1
(mod k)}:i=1,...,k}. Aleshores,

n
hom(Cy, G) = tr(A(G)K) = >’ Ak,
i=1
on tr(A(G)) denota la traca de la matriu d’adjaceéncia de G i Aq,..., A,
son els valors propis de A(G) (com que és real i simetrica, la matriu
d’adjacencia diagonalitza i té n valors propis reals).
No és dificil comprovar que limg_.., hom(Cax, G)1/?" existeix i que el seu
valor és el valor propi més gran de A(G).
3. Si Ky denota el graf complet de k vertexs, hom(G, K) és el nombre de
coloracions propies de G.

4. Si H> denota el graf complet K, amb un llac a un dels dos vertexs,
aleshores hom(G, H») és el nombre de conjunts estables de G, subcon-
junts U C V(G) tals que el subgraf induit per U no té cap aresta.

36 C6 K6 H2
Figura 5: Exemples d’estrelles, cicles, grafs complets i Hp.

Aquests exemples illustren com els nombres hom(H, G) recullen informacié
estructural del graf G en relacié amb el graf H. L'estudi dels limits de grafs,
pero, no pot ser sensible només a la noci6 de grafs isomorfs, la qual cosa
donaria una eina poc util, sin6 que ha de comportar un compromis entre
propietats locals i propietats globals que puguin ser reflectides en el limit.
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4 Convergencia de successions de grafs

El parametre que ens interessara de cara a formular la nocié de convergencia
de grafs és la densitat d’homomorfismes. Si G és un graf amb » vertexs i H és
un graf amb k vertexs, la densitat d’homomorfismes de H en G és

hom(H, G)

tH,G) = = ¢

En altres paraules, t(H, G) és la probabilitat que una aplicaci6 aleatoria de H
en G sigui un homomorfisme. De manera analoga es defineixen les densitats
d’homomorfismes injectius i d’immersions,

nj(H,6) ;) _ 0d(H,G)

by (H, G) = = e

on(n)y =n(n-1)---(n—-k+1) és el nombre d’'aplicacions injectives de V (H)
en V(G). En particular, ting (G, H) és la probabilitat que una aplicaci6 aleatoria
injectiva de V(H) en V(G) tingui com a imatge un subgraf induit de G isomorf
a H, és a dir, una copia de H en G.

De la mateixa manera que els conjunts de nombres hom(-, G), homiy;j(-, G)
i hominq (-, G) estan relacionats entre ells, es pot obtenir cadascun dels con-
junts t(-,G), ting(-, G) i ting(-, G) de qualsevol dels altres dos per relacions
lineals entre els seus membres.

A diferencia dels nombres hom(-, G), els nombres de densitats (-, G) no
determinen el graf G llevat d’isomorfisme. El motiu és que, si se substitueix
cada vertex de G per r copies, mantenint les adjacéencies, aleshores el graf
resultant té el mateix conjunt de densitats. Més precisament, donat un graf G i
un enter positiu 7, denotem per G(7) el graf obtingut de G substituint cada
vertex x € V(G) per r vertexs xi,...,Xr, 1 X;, ¥j son adjacents a G(r) si, 1
només si, x, v séon adjacents a G. Es diu que G(7) és un graf expandit de G. De
la definici6 de densitat d’homomorfismes es pot comprovar facilment que

t(,G) =t(-,G(r)).

Figura 6: El graf K3 i el graf expandit K3(2).

No és dificil verificar que el reciproc també és cert: si t(-,G) = t(-,G'),
aleshores G és isomorf a G’ () per a algun » o viceversa, G’ és isomorf a G(v)
per a algun 7.
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Amb aquestes definicions es pot formular la nocié de convergéncia d'una
successio de grafs.

DEFINICIO 3. Una successio de grafs (G, : n € N) amb lim,, .« |V(Gy)| = « és
convergent si, per a cada graf H, la successio

(t(H,Gn) :m eN)

és convergent.

Recordem que els nombres t(-, G) de densitats d’homomorfismes i ting (-, G)
de densitats d’immersions estan relacionats de manera que es poden obtenir
I'un de I'altre. Per tant, una successié de grafs és convergent si, i nomeés si, les
successions ting (H, G) son convergents per a cada H. Aquesta és la intuicio que
hi ha darrere la definici6 de convergéncia. Es mesura I'estructura d'un graf en
termes dels estadistics dels subgrafs que conté. Si dos grafs tenen la mateixa
densitat d’'immersions d'un graf donat H, és a dir, el mateix nombre de copies
de H, aleshores els grafs son semblants en relacié amb H. Si aquest és el cas
per a tots els grafs H, aleshores els dos grafs sén indistingibles.

Per exemple, resulta immediat comprovar que la successi6 de grafs com-
plets (K, : n € N) és convergent. Per a cada graf H, cada aplicaci6 injectiva
f:1V(H) — V(Ky) és un homomorfisme, de manera que tinj(H,K,) = 1 per a
tot n ila successio (tinj(H,Ky) : n € N) és convergent. Un altre exemple és el
dels grafs aleatoris G(n,p). Per a p € (0,1) i un graf H fixats, la probabilitat
que una aplicaci6 aleatoria injectiva f: V(H) — V(G(n,p)) sigui un homo-
morfisme és igual a pEH| per a n > |[V(H)|, i la successio tinj(H,G(n,p))
és convergent per a cada H. Un tercer exemple és la successio de grafs bi-
partits complets (K, » : 1 € N). En aquest cas, si H no és bipartit, aleshores
t(H,Kuyn) = 0 per a tot n (un graf bipartit es caracteritza perqué conté un
cicle imparell i la imatge per un homomorfisme d’un cicle imparell és un cicle
imparell), mentre que si H és bipartit amb biparticié V(H) = A U B, aleshores
una aplicaci6 f: V(H) — V(Ku ) és un homomorfisme si, i només si, envia
A'i B a parts diferents de V(K ), de manera que tinj(H, Ky ) = 1/21A#1BI-1,
La biparticié d'un graf bipartit és inica només si el graf és connex, pero una
modificacié de I'argument anterior fa veure que, per a qualsevol graf bipartit H,
connex o no, t(H,Ky ) és una constant que depén només de H per a tot n
prou gran. Per tant, la successio (K, : 1 € N) és convergent.

Observem que la definici6 de convergéncia que hem donat és rellevant
només per a grafs densos. El motiu és que, en la normalitzaci6 que s’ha fet
servir en la definici6 de la densitat d’homomorfismes, si el nombre d’arestes
dels termes de la successio és o(n?), aleshores t(H, G,) convergeix trivialment
a zero per a cada H fixat. En altres paraules, si G, és una successio de grafs
dispersos, aleshores és trivialment convergent.

Tot i que una nocié de convergencia adequada és suficient per a definir una
teoria de limits, perque una definicié6 com aquesta sigui satisfactoria cal aclarir
algunes quiestions. En primer lloc, quin és el significat d’aquesta convergéncia
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en termes d'una metrica adequada. Per tal que una successio de grafs sigui
convergent, cal que els termes de la successio siguin semblants quan n és gran i
que la seva distancia respecte d’alguna metrica tendeixi a zero. Quina és aquesta
metrica i qué representa en termes de comparar dos grafs grans? En segon lloc,
si una successio és convergent s’ha de poder identificar el limit i aquest ha de
ser unic. Ja hem avancat que I'objecte limit és un graf6. Novament, cal definir
una metrica per la qual els termes d'una successio de grafs convergent estan
a una distancia cada vegada més petita d'un graf6. Finalment, si I'’espai dels
grafons ha de ser la compleci6 de I'espai dels grafs, cada grafé hauria de ser el
limit d'una successi6 convergent de grafs. A continuaci6é veurem com es dona
resposta a aquestes preguntes.

5 La distancia de tall

L’objectiu és definir una metrica en 'espai G dels grafs que mesuri la diferencia
estructural entre dos grafs. Aquesta métrica es defineix primer per a grafs sobre
el mateix conjunt de veértexs i s’estén després a parells arbitraris de grafs.
Una manera natural de comparar dos grafs és mesurar el nombre d’arestes
que cal modificar per a transformar I'un en I’altre. Convenientment normalitza-
da, aquesta mesura dona lloc al que s’anomena distancia d’edicio. Donats dos
grafs G, G’ amb el mateix conjunt de vertexs, la distancia d’edici6 entre G i G’

és
|E(G)AE(G")]

n2
on A denota la diferéncia simetrica de conjunts i n és el nombre de vértexs.
Una mesura més sensible a I'estructura dels grafs és el que s’anomena
distancia de tall. Per a dos subconjunts de vertexs S, T denotem per e (S, T) =
Ylies, jeT Aij, on a;j és I'entrada de la matriu d’adjaceéncia A(G), el nombre
d’arestes que uneixen vertexs de S amb vertexs de T en el graf G. Comencem
per definir el que s’anomena distancia de tall etiquetada. Donats dos grafs G, G’
amb el mateix conjunt de vértexs, la distancia de tall etiquetada entre G i G’ és

leg(S,T) —eq (S, T)]
S,TCV(G) n2

d(G,G) =

on(G,G') = )
on 1 és el nombre de vertexs.

No és dificil comprovar que d; i 6o son efectivament distancies en el conjunt
de grafs sobre el mateix conjunt de vertexs i que

5D(G1 G’) = dl(Gl Gl)’

tot i que les dues distancies poden ser ben diferents.

Des del punt de vista estructural, la distancia entre dos grafs isomorfs
hauria de ser zero. Resulta natural doncs definir, per a dos grafs G i G’ amb el
mateix nombre de vértexs, la menor distancia entre grafs isomorfs al'uni a
I'altre:

60(G,G') = min &o(H,H).
Hz=G,H =G’
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No és dificil comprovar que 5; és una distancia en el conjunt de classes de
grafs isomorfs. Es clar que (‘)'AD(G, G') <60(G,G).

Finalment, si G té n vertexs i G’ té n’ vertexs, aleshores els grafs expan-
dits G(n’) i G'(n) tenen el mateix nombre de vertexs, i els grafs G i G(n')
son estructuralment semblants. En particular, t(-,G) = t(-,G(n’)). D’aquesta
manera s’arriba a la definici6 de la distancia de tall (cut-distance en angles).

DEFINICIO 4 (DISTANCIA DE TALL). La distancia de tall entre dos grafs G i G’
és

d(G,G') = lim 5a(G(kn'),G' (kn)),

on n és el nombre de vertexs de G i n’ és el nombre de vertexs de G'.

La denominaci6 distancia de tall prové del fet que la distancia es mesura
en termes del nombre d’arestes que uneixen dos subconjunts S i T de vertexs,
és a dir, del nombre d’arestes que s’han de tallar per a separar aquests dos
conjunts en el graf.

Una vegada més, es pot comprovar que do(G,G") = 0 si, i només si, hi ha
un graf H i dos nombres k, k’ tals que G = H(k) i G’ = H(k"), de manera que
dn és una distancia en el conjunt de classes de grafs equivalents per a aquesta
noci6 d’isomorfia.

Equipats amb aquesta métrica, es pot formular el teorema que dona resposta
a la primera pregunta sobre successions convergents.

TEOREMA 5. Sigui (G, : n € N) una successio de grafs convergent. Aleshores la
successio és de Cauchy respecte de la distancia de tall, és a dir, per a tot enter k,

lim do (G, Gnt) = 0.

Com passa en altres processos de complecio, la prova del teorema anterior
és més abordable i transparent quan es pot fer referéncia al limit de la successio.
Aixi doncs, abans de discutir la prova del teorema, discutirem com s’estén la
metrica de la distancia de tall i les densitats d’homomorfismes als grafons.

6 Distancia de tall entre grafons

La distancia de tall es pot estendre de manera natural al conjunt de grafons.
De fet, en el context dels grafons, les definicions s6n més transparents i els
resultats més senzills de provar.

Donats dos grafons W, W', la distancia de tall etiquetada entre W i W’ és

oo(W,W') = sup U W(x,y)-Wi(x,y)dxdy|.
S, Tc[0,1] SXT
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Com s’ha fet en el cas dels grafs, la distancia hauria de reflectir una propietat
estructural i ser, per tant, invariant per simetries. Anomenem Sio,1] el grup
de funcions invertibles ¢: [0,1] — [0,1] que preserven la mesura. Per a un
grafo Wi ¢ € Sjo,1], denotem per W el grafo definit com

W (x,y) = W(p(x),d()).

Dos grafons W, W’ son isomorfs si W' = W? per a alguna ¢ € Spo1]. Per
exemple, els grafons de la figura 7 son isomorfs a través de la transformacio

1-x xe€(1/4,3/4),
X altrament.

P(x) :JL

De manera informal, tots dos son limits dels grafs complets bipartits, com s’ha
suggerit a la figura 2.

Figura 7: Dos grafons isomorfs.

DEFINICIO 6 (DISTANCIA DE TALL). Donats dos grafons W, W’, la distancia de
tall entre Wi W’ és

do(W,W') = inf So(W®, (W)%").
¢, €S10,11
Es pot provar que I'infim en la definici6 anterior és assolit per algun pa-
rell ¢, " € Sjo,17- Amb una mica més de feina es pot provar també que dos
grafons estan a distancia zero si, i només si, son isomorfs. Aixi, dg és una
distancia en el conjunt de classes d’isomorfia de grafons. Un resultat important
és que I’espai metric que en resulta és compacte.

TEOREMA 7 (LOVASZ 1 SZEGEDY [12]). L’espai métric dels grafons amb la distan-
cia de tall do és compacte.

7 Densitat de grafs en grafons

El darrer ingredient per a relacionar grafs i grafons és la densitat d’immersions
d'un graf H en un grafé6 W. La idea és la mateixa que en la definici6 de la
densitat d'immersions de H en un graf G: la densitat d'immersions mesura el
nombre de copies de H en W.
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El que cal és definir qué s’entén per una copia de H en W. Recordem que,
donat un grafé W, un W-graf aleatori d’ordre n és el graf que s’obté escollint
n punts xi,...,x, amb la distribuci6é uniforme a [0, 1] i construint el graf Gy
amb n veértexs posant cada aresta {x;, x;} a G amb probabilitat W (x;, x;)
independentment. La mesura del nombre de copies de H en W és la probabilitat
que el graf Gy d’ordre n = |V (H)| sigui isomorf a H; més precisament, tenim
la definici6 segiient.

DEFINICIO 8 (DENSITAT). Donat un graf H amb un conjunt de vertexs {1,2,...,
n}iun grafo W, la densitat d'immersions de H en W és

n!

t: (H, W) -
ind |[Aut(H)| Jio,11n

[T Wxi,xj) [] A-W(xi,x;)dxy---dxn.
ijeE(H) ij¢E(H)

El terme n!/|Aut(H)| en la definici6 anterior té en compte les possibles n! im-
mersions en un conjunt donat de n punts, normalitzat pel nombre |Aut(H)|
d’automorfismes de H, que donen lloc a la mateixa copia de H. La integral
mesura la probabilitat que les arestes de H siguin presents en la immersio i
que les no arestes de H no hi figurin.

De la definici6é de grafons isomorfs es conclou facilment que si dos gra-
fons W, W’ sén isomorfs, aleshores ting(H, W) = ting(H,W’), ja que les fun-
cions invertibles que preserven la mesura deixen invariant la integral.

De forma analoga a com hem definit una successi6 convergent de grafs, es
defineix la convergencia d'una successié de grafs a un grafoé.

DEFINICIO 9 (SUCCESSIO CONVERGENT). Una successio (G, : 1 € N) convergeix
aun grafé W sila successio

(tina(Gn, W) :n € N)

és convergent.

Veurem que la definici6 anterior és equivalent a la definici6 3 de successions
convergents de grafs, és a dir, que una successio de grafs és convergent segons
la definici6 3 si, i només si, hi ha un grafé W tal que la successio hi convergeix.
Abans, pero, veiem que cada grafé és el limit d'una successio convergent de
grafs. Aquesta successio és precisament la dels W-grafs aleatoris d’ordre n
associats al graféo W. La idea de la prova consisteix a anar revelant un a un els
vertexs d'un W-graf aleatori per relacionar les quantitats t (H, G,,) i t(H, W) per
a cada graf fixat H, on G, és un W-graf aleatori d’ordre n. La prova fa servir
una desigualtat de concentracié per a martingales coneguda com la desigualtat
d’Azuma-Hoeffding i el lema de Borel-Cantelli, que recordem a continuacio.

Una successio (X, : n € N) de variables aleatories amb esperanca finita
sobre un espai de probabilitat és una martingala si, per a cadan > 1, ’esperanca
de X, condicionada a Xi,...,Xn_1 €és X,_1, és a dir,

[E(Xn|X1a---an—1) = Xn—l-
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Un célebre resultat de concentraci6é en martingales amb valors de salt fitats és
la desigualtat d’Azuma-Hoeffding (vegeu, per exemple, la monografia de Colin
McDiarmid [14] sobre desigualtats de concentracio).

TEOREMA 10 (AZUMA-HOEFFDING). Sigui (X, : n € N) una martingala amb
E(Xy) = xq i sigui ¢, una successio de nombres reals tals que

Pr(| Xy — Xn-1l <cn) = 1.

Aleshores, per a cada nombre real positiut i cadan > 1

t2
“oyn 2
Pr(|X, — xol = t) <e 231c,

El lema de Borel-Cantelli és un resultat basic de teoria de probabilitat (i de
teoria de la mesura) que es pot enunciar de la manera segiient.

LEMA 11 (BOREL-CANTELLI). Sigui (Ay : m € N) una successio d’esdeveniments
en un espai de probabilitat. Si

> Pr(Ay) < o,

nx=1

aleshores la probabilitat que se satisfaci una quantitat infinita d’esdeveniments
de la successio és zero.

A partir d’aquests resultats, es pot provar el teorema segiient.

TEOREMA 12. Sigui W un grafé. La successio G, de grafs on cada G, és un
W-graf aleatori d’ordre n és convergent i el seu limit és W amb probabilitat 1.

PROVA. Fixemun graf H amb h = |V (H)| vertexsin > h. Observem primer que,
per la definici6 de G, com a W-graf6 i la definicio de t (H, W), la probabilitat
que un subconjunt particular de h vertexs de G, indueixi una copia de H
és t(H,W).

Definim ara una successio Xy, X1, ..., X, de variables aleatories, on X; deno-
ta el nombre esperat de copies de H en G, quan s’han fixat i vértexs de G, iles
arestes del graf induit per aquests i vertexs en la construccié del W-graf aleato-
ri Gy,. Per la linealitat de ’esperanca, Xy = (2‘) t(H,W)iX, = (ﬁ) t(H,Gy).

Observem que E(X;|X;_1) = E(X;_1), de manera que la successio de varia-
bles aleatories és una martingala. D’altra banda, |X; — X;_1| < n"~! per a cada
i =1,...,n, fitant generosament pel nombre possible d’aplicacions de [h]
en [n] quan s’ha fixat almenys un punt. Fent servir la desigualtat d’Azuma-
Hoeffding, per a cada nombre real positiu t,

2
Pr(|X, — Xol > t) < 2e wm?hT,
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Per a cada € > 0, posant t = en" a la desigualtat anterior, s’obté

Pr(|X, — Xo| = en) < 2e=€1/2,

Utilitzant la fitacié (;‘) > nh/h", obtenim finalment

Pr(|t(H,Gy) — t(H,W)| = hlte) < 20~ €12,

Pel lema de Borel-Cantelli, la successio t(H, G,) és convergent i el seu limit
és t(H, W) amb probabilitat 1. O

8 El lema de regularitat

Per a concloure I’equivaléncia entre les nocions de convergencia de successions
de grafs i la convergéencia a un grafo, cal una darrera peca que enllaca amb la
noci6 de distancia de tall. Aquesta peca és un resultat celebrat de Szemerédi
que ha tingut un impacte important en el desenvolupament de la combinatoria
i la informatica teorica del segle xx i que forma part del reconeixement que
li va valer el prestigiés Premi Abel al matematic hongares Endre Szemerédi
el 2012.

L’anomenat lema de regularitat de Szemerédi estableix que, de qualsevol
graf prou gran, se’'n pot extreure una part estructurada i una part aleatoria.
La manera explicita i quantitativa de descriure ambdues parts és el que dona
forca al teorema.

Sigui G = (V, E) un graf. Per a cada parell de subconjunts disjunts X,Y Cc V
denotem per
eG (X y Y)
| X[ - Y]

la densitat d’arestes del parell. Recordem que e;(X,Y) denota el nombre
d’arestes de G amb un vertex a X i un a Y, de manera que la densitat dg(X,Y)
és una mesura normalitzada del nombre d’arestes entre X i Y respecte del seu
valor maxim |X| - |Y]. Si ens concentrem en el subgraf H = G[X U Y] induit
per X U Y, aleshores, per acada U Cc Xi W C Y, es pot mesurar la diferencia
entre dg(U,W) idg(X,Y). Siles arestes de H estan ben repartides, aleshores
aquesta diferencia és petita, almenys si U i W son subconjunts prou grans (per
a subconjunts petits no podem esperar que la diferéncia de densitats relatives
sigui petita). Per a € > 0 fixat, es diu que el parell (X,Y) és e-regular si, per a
cada parell de subconjunts U C XiW C Y tals que |U| = €|X|i |[W| = €]Y], se
satisfa

dc(X,Y) =

ldu (U, W) —du(X,Y)| <e. (1)

El que expressa la desigualtat és que un parell e-regular (X, Y) té les arestes
repartides de manera quasi aleatoria, en el sentit que la densitat de parells de
subconjunts prou grans és proxima al valor esperat en un graf aleatori amb
biparticié {X, Y} i densitat d’arestes dy(X,Y). Amb aquesta terminologia es
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pot enunciar el lema de regularitat de Szemerédi [15]. Es diu que una particié
V=ViuU---UV, dun conjunt V és una equiparticio si totes les parts tenen
aproximadament el mateix cardinal; més precisament, si ||V;| — |Vj|| < 1 per a
cada parell i, j.

TEOREMA 13 (LEMA DE REGULARITAT). Per a cada e > 0 existeix un k = k(e) tal
que qualsevol graf G = (V,E) admet una equiparticioV =V, U --- UV, amb
1/e < ¥ < k(e) tal que tots els parells (Vi, V) son e-regulars llevat com a molt
de er? parells.

El lema de regularitat estableix que qualsevol graf prou gran admet una
equiparticié del conjunt de vertexs en un nombre, que depén només de € i no del
graf, tal que gairebé tots els subgrafs induits pels parells de parts sén e-regulars,
és a dir, propers a un graf aleatori. Una partici6 amb aquesta propietat es diu
que és una particio e-regular. Per a grafs petits o grafs dispersos, es pot prendre
la partici6 de G en vertexs aillats i la descripci6 estructural resulta trivial (degut
a la normalitzaci6 en la definici6 de densitat d’'un parell).

Una de les conseqiiéncies del lema de regularitat en termes de la distancia
de tall és la segiient. Sigui {X, Y} un parell e-regular en un graf G i denotem
per Gxuy el subgraf bipartit de G que té per conjunt de vertexs X U Y i les
arestes de G que uneixen X i Y. Anomenem Gyyy el graf bipartit aleatori
amb biparticié {X, Y} i densitat d’arestes d;(X,Y). El fet que un parell sigui
e-regular es pot expressar en termes de la distancia de tall com

do(Gxuy, Gxuy) < €.

Donada una particié P = (Vq,...,V,) del conjunt de vertexs V del graf G,
denotem per Gp el graf v-partit amb la mateixa particié tal que cada sub-
graf Gp[Vi,V;] és un graf aleatori bipartit amb densitat d’arestes d¢(V;, V;)
(cada aresta escollida independentment amb probabilitat p = d¢(V;, V;)). El
lema de regularitat implica que, per a cada € > 0, hi ha una equiparticié6 P de V
en un nombre de parts que depén només de € tal que

do(G,Gp) < 2e. (2)

En aquesta desigualtat es té en compte que hi pot haver e€r?2 parells que no s6n
e-regulars, fet que queda absorbit escrivint 2¢ en lloc de € a la fita superior.

El lema de regularitat ha resultat ser una eina poderosa per a I’analisi de
grans grafs i té multiples aplicacions, en particular, en la prova del teorema
de Szemerédi sobre I'existéncia de progressions aritmétiques en conjunts
densos d’enters (vegeu, per exemple, [8] o I'article de Lugosi i Serra [13] en
aquest mateix Butlleti).

Un dels inconvenients del lema de regularitat en les aplicacions, particular-
ment a la teoria de limits de grafs, és la relacié entre € i Ig, ja que la fita superior

per a k no pot ser millor que una torre exponencial 22" d’alcada 1/¢, tal com
Gowers ([4]) va provar.
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Alan Frieze i Ravi Kannan ([3]) van donar una versié més débil del lema de
regularitat que recull la desigualtat (2) i que dona una relacié molt més eficient
entre k i €. Aquesta versi6 és adequada per a la seva aplicaci6 als limits de
grafs. En termes de la distancia de tall, la versi6 débil del lema de regularitat
de Frieze i Kannan s’enuncia de la manera segiient.

TEOREMA 14 (LEMA DEBIL DE REGULARITAT). Per a cada enter positiu k, qualse-
vol graf G admet una equiparticio P en k parts tal que

do(G,Gp) < %

Frieze i Kannan van estendre el lema debil de regularitat també a I’espai
dels grafons. Per a aquesta versio s’aproxima un graf6 per un grafé esgraonat.
Donada una particié P = {Sy,...,Sx} de [0,1] en k conjunts mesurables, un
grafo esgraonat és un graf6é que és constant sobre S; X S; per a cada i, j. Per
exemple, donat un graf G, el grafé6 W que s’ha definit a la secci6 2 és un grafo
esgraonat (que només pren valors a {0, 1}). Per a un grafé W i una partici6 P
de [0,1] en k conjunts mesurables de mesura no nulla, denotem per Wp el
graf6 esgraonat que sobre cada conjunt S; x S; pren el valor mitja de W sobre
aquest conjunt:

1

_ Wix,y)dxdy,
AGOACS;) Jus, WV (oY) dx dy

Wpls;xs; =

on A denota la mesura de Lebesgue.

TEOREMA 15 (LEMA DEBIL DE REGULARITAT). Per a cada enter positiu k i qual-
sevol grafo W hi ha una particio P de [0, 1] en k conjunts mesurables de mesura
no nulla tal que
4
do(W,Wp) < —.

Una particio P de [0,1] tal que do(W,Wp) < € s’anomena una particio
e-regular de W. L'equivaléncia de nocions amb el cas dels grafs és clara, i
I’enunciat en el cas dels grafons resulta més transparent.

9 Lema de regularitat i densitat d’immersions

La connexi6 entre les successions t(-,G) i t(-, W), basades a comptar subgrafs
en grafs o grafons, i el lema de regularitat es fonamenten en I'anomenat lema
de comptatge, una de les aplicacions més notables del lema de regularitat.
El lema de comptatge dona una aproximacié del nombre de copies de certs
subgrafs de H en un graf G a través de particions regulars. Si P = {V1,...,V,}
és una particié e-regular de G, denotem per Gp el graf aleatori »-partit que,
per a cada parell de vértexs x, i en parts diferents V;, Vj, conté I'aresta {x, '}
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amb probabilitat d(V;, V). El nombre esperat de copies d'un subgraf H de G/P
a Gp és aleshores

-
[T devi,vi) [T IVel.
ijeE(H) i=1
La regularitat de la partici6 permet veure que el nombre de copies de H en G és
aproximadament aquest nombre esperat. Més precisament, el nombre ind(H, G)
de copies d'un subgraf H de G/P a G satisfa

v v
ind(H,G6) - [] de(Vi, V) [ IVil| <eeH) []IVil,
ijeE(H) i=1 i=1

on e(H) és el nombre d’arestes de H. En termes de la densitat d’immersions,
aquest lema es pot reformular de la manera segiient. D’acord amb el lema débil
de regularitat (teorema 14), per a cada € > 0 hi ha una particio P de G tal que
dn(G,Gp) < € amb un nombre de parts k = 1/€2. El segiient enunciat dona,
doncs, una forma en cert sentit més general del lema de comptatge.

TEOREMA 16 (LEMA DE COMPTATGE). Sigui H un graf. Per a dos grafs G, G se
satisfa
|t(H,G) - t(H,G")| <e(H)du(G,G").

El lema de comptatge anterior s’estén de manera natural a densitat d’im-
mersions en grafons (Lovasz i Szegedy [12]).

TEOREMA 17 (LEMA DE COMPTATGE). Sigui H un graf. Per a dos grafons W, W'
se satisfa
[t(H,W) - t(H,W')| < e(H)do(W,W").

Aquest darrer resultat es pot expressar dient que, per a un graf H fixat,
I’aplicacio
¢: Wy - [0,1]
W~ t(H,W)

és de Lispschitz en 'espai meétric (W, dg). A més, es pot provar que 'aplica-
ci6 és injectiva i té inversa continua.
Finalment, es pot enunciar el teorema, que és el nostre objectiu final.

TEOREMA 18 (LOVASZ 1 SZEGEDY [12]). Sigui G, una successio convergent de
grafs. Existeix un grafo W tal que la successio convergeix a W.

PROVA. Pel teorema 7, I’espai dels grafons (Wy, dn) amb la distancia de tall
és compacte. D’altra banda, si G denota I'espai dels grafs finits, 'espai de
seqiiéncies {t(-,G) : G € G} és isomorf a [0,1]9%9, que també és compacte,
pel teorema de Tijonov. L’aplicacio W ~ (-, W) és continua pel teorema 17,
i té inversa continua. Si G, és una successio convergent de grafs, aleshores
la successio t(H,Gy) és convergent per a cada H i t(H,Wg,) també ho és.
Per la continuitat de l’aplicacio anterior, la successio W, també és conver-
gent a (Wy, dn). O
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Recapitulant el que s’ha exposat fins aqui, hem donat una definici6 de
convergeéncia de successions de grafs en termes de nombres d’immersions i hem
definit una distancia en I’espai dels grafs, la distancia de tall, segons la qual una
successio és convergent si, i només si, és de Cauchy respecte de la distancia
de tall. D’altra banda, hem definit la noci6 de convergéncia a un grafé i hem
vist que cada graf6 és el limit d'una successio de grafs i que la convergencia es
pot descriure en termes de la distancia de tall. Finalment, hem constatat que
cada graf6 és el limit d’'una successio de grafs. D’aquesta manera hi ha un marc
solid per a estudiar limits de grafs densos.

10 Per acabar

En aquest article s’ha introduit la noci6é de limit d’'una successié de grafs i els
grafons com a objectes limit. Aquest és només I'inici d'una historia molt més
llarga que posa en acci6é aquesta nocié per a obtenir resultats sobre I’analisi de
grans xarxes. D’aquesta historia se n’han escrit ja uns quants capitols, pero en
queden molts més per escriure. Els grafons sén objectes en els quals es poden
aplicar les poderoses eines de I’analisi matematica. Com passa sovint, molts
problemes sén més tractables en el continu que en el discret, i els resultats s6n
sovint més compactes i transparents.

D’altra banda, els grafons obren un nombre d'interrogants que segurament
no es plantejarien des de la perspectiva discreta, problemes de naturalesa to-
pologica i analitica, alguns dels quals han trobat fins ara respostes inesperades,
que han enriquit I'univers dels objectes limit.

Com ja hem comentat, la nocié de graf6 només resulta util quan es conside-
ren successions de grafs densos. En el cas dels grafs dispersos, amb un nombre
subquadratic d’arestes, la noci6 de limit s’ha de reformular d'una altra manera,
en particular, per I’absencia del lema de regularitat de Szemerédi per a aquesta
classe de grafs. En aquest sentit, s’han proposat diverses alternatives per a la
noci6 de convergencia, en concret per a la classe de grafs en qué el grau maxim
dels vertexs és fitat. Aquesta classe no inclou, pero, exemples importants de
grafs, com els grafs plans o molts dels models de grans xarxes, en els quals la
successio de graus dels vertexs segueix una llei potencial. En aquest sentit,
la teoria esta en plena expansio i s’aborda des d’angles molt diferents, des de la
perspectiva de la probabilitat, de la logica, de la topologia, de I’analisi o de
I’algebra, cadascuna aportant eines i punts de vista substancials.

Els desenvolupaments descrits en els paragrafs anteriors estan exposats
al text de Lovasz [11] i alguns dels avencos meés recents estan reflectits a
I'article de Grzesik i Kral’ [5], on el lector interessat trobara material i referén-
cies abundants per a continuar aprofundint en aquesta apassionant aventura
matematica.

La importancia cientifica de I’analisi matematica de grans xarxes ha estat
reconeguda per I'European Research Council, que, en la seva convocatoria
del 2018 en el programa «ERC Synergy Grants», financa el projecte Dynamics
and Structure of Networks, liderat per Lasz6 Lovasz, Laszl6 Barabassy i Jaroslav
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NeSetfil, I'tinic projecte purament matematic en aquest programa estrella de
la Uni6é Europea. De ben segur que en els propers anys la teoria dels limits
de grafs tindra una evolucio substancial i, qui sap, es podra fer realitat el
somni de Lovasz de contribuir a entendre millor no solament les grans xarxes
humanes, biologiques o tecnologiques, sino també el moén que ens envolta i la
seva immensa xarxa d’'interaccions.

Referéencies

[1] BIGGS, N. L.; LLOYD, E. K.; WILSON, R. J. Graph Theory. 1736-1936. 2a ed.
Nova York: The Clarendon Press, Oxford University Press, 1986.

[2] DIESTEL, R. Graph Theory. 5a ed. Berlin: Springer, 2018. (Graduate Texts
in Mathematics; 173)

[3] FRIEZE, A.; KANNAN, R. «Quick approximation to matrices and applica-
tions». Combinatorica, 19 (2) (1999), 175-220.

[4] GOWERS, W. T. «Lower bounds of tower type for Szemerédi’s uniformity
lemma». Geom. Funct. Anal., 7 (2) (1997), 322-337.

[5] GRZESIK, A.; KRAL', D. «Analytic representations of large graphs». A: Sur-
veys in Combinatorics 2019. Cambridge: Cambridge University Press, 2019,
57-88. (London Math. Soc. Lecture Note Ser.; 456)

[6] HELL, P.; NESETRIL, J. «On the complexity of H-coloring». J. Combin. Theory
Ser. B, 48 (1) (1990), 92-110.

[7] HELL, P.; NESETRIL, J. Graphs and Homomorphisms. Oxford: Oxford Univer-
sity Press, 2004. (Oxford Lecture Series in Mathematics and its Applica-
tions; 28)

[8] KOMLOS, J.; SHOKOUFANDEH, A.; SIMONOVITS, M.; SZEMEREDI, E. «The
regularity lemma and its applications in graph theory». A: Theoretical
Aspects of Computer Science. Berlin: Springer, 2002, 84-112. (Lecture
Notes in Comput. Sci.; 2292)

[9] KrRAL', D. «Graph limits and extremal graph theory». Curs a Sdo Paulo Sc-
hool of Advanced Science on Algorithms, Combinatorics and Optimization
(2016).

[10] LovAsz, L. «Operations with structures». Acta Math. Acad. Sci. Hungar.,
18 (1967), 321-328.

[11] LovAsz, L. Large Networks and Graph Limits. Providence, RI: American
Mathematical Society, 2012. (American Mathematical Society Colloquium
Publications; 60)

[12] LovAsz, L.; SZEGEDY, B. «Limits of dense graph sequences». J. Combin.
Theory Ser. B, 96 (6) (2006), 933-957.

[13] LuGosl, G.; SERRA, O. «Endre Szemerédi, Premi Abel 2012». Butlleti de la
Societat Catalana de Matematiques, 28 (1) (2013), 87-115.



Limits de grafs 79

[14] McDIARMID, C. «Concentration». A: Probabilistic Methods for Algorithmic
Discrete Mathematics. Berlin: Springer, 1998, 195-248. (Algorithms Com-
bin.; 16)

[15] SZEMEREDI, E. «Regular partitions of graphs». A: Problémes combinatoires
et théorie des graphes (Colloq. Internat. CNRS, Univ. Orsay, Orsay, 1976).
Paris: CNRS, 1978, 399-401. (Collog. Internat. CNRS; 260)

DEPARTAMENT DE MATEMATIQUES
UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
08034 BARCELONA

oriol.serra@upc.edu






BUTLLETI DE LA SOCIETAT CATALANA DE MATEMATIQUES
Vol. 35, nam. 1, 2020. Pag. 81-82

English summaries

Pere Ara

The Banach-Tarski paradox and the type semigroup
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Societat Catalana de Matematiques

La Societat Catalana de Matematiques (SCM) és una societat filial de I'Insti-
tut d’Estudis Catalans, que continua les activitats de la Seccié de Matematiques
de la Societat Catalana de Ciencies, que fou fundada per I'Institut 'any 1931.
Les finalitats de la SCM so6n: el conreu de les ciéncies matematiques, 'extensio
del seu coneixement en la societat catalana, el foment del seu ensenyament
i de la seva investigacio teorica i aplicada, aixi com la publicaci6é de tota mena
de treballs que s’adeqiiin a aquests objectius. La SCM desenvolupa les seves
activitats en les terres de llengua i cultura catalanes. El catala és, doncs, la
llengua propia de la SCM i la que és usada normalment en tots els seus actes i
publicacions.

La SCM edita les publicacions periodiques SCM/Noticies i Butlleti de la
Societat Catalana de Matematiques. Els socis de la SCM reben, gratuitament,
aquestes dues publicacions.

La SCM té convenis de reciprocitat amb diverses societats matematiques
d’arreu del mon, mitjancant els quals els socis de la SCM obtenen una re-
ducci6 en la quota de soci d’aquestes societats. Aixi mateix, els socis de la
SCM poden fer-se socis de la Societat Matematica Europea pagant una quota
complementaria.

La Junta Directiva de la SCM esta constituida per les persones segiients:

PRESIDENTA: Dolors Herbera i Espinal

VICEPRESIDENT: Josep Vives i Santa-Eulalia

ADJUNT A LA VICEPRESIDENCIA: Abraham de la Fuente Pérez
SECRETARIA: Immaculada Baldoma i Barraca

TRESORER: Albert Granados i Corsellas

VOCAL EMPRESA: Aleix Ruiz de Villa

VOCAL PUBLICACIONS: Montserrat Alsina i Aubach

VocALS: Josep Grané i Manlleu, Mireia Lopez i Beltran, Albert Ruiz i
Cirera, Manel Udina i Abello

DELEGADA DE L'IEC: Pilar Bayer i Isant
L’adreca de la SCM és carrer del Carme, 47, 08001 Barcelona. Telefon:

933 248 583. Fax: 932 701 180. Correu electronic: scm®@iec.cat. Adreca web:
http://scm.iec.cat.









El Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques publica, en llengua catalana, ex-
posicions matematiques de qualitat, que puguin interessar a un nombre elevat de
lectors. Es donara prioritat a aquells treballs en que destaquin la claredat d’exposicio
i 'interes general del tema. El Butlleti esta obert a tots els camps de la matematica i
tamb¢ als aspectes matematics de les ciencies experimentals, la tecnologia, 'econo-
mia, etc., aixi com a altres arees, com la historia, la didactica i la filosofia, sempre
que els treballs tinguin un component matematic important. També tenen cabuda al
Butlleti aquells articles que desenvolupin un aspecte significatiu de la problematica de
la professioé matematica al nostre pais.

El Butlleti publica un volum a I'any, dividit en dos niimeros, que es trameten gratuita-
ment a tots els socis. El Butlleti es publica tamb¢ en format electronic. L’edicio electro-
nica del Butlleti pot obtenir-se des del portal de revistes cientifiques en linia de I'EC o
al servidor http://scm.iec.cat.

La correspondencia administrativa s’ha d’adrecar a la Societat Catalana de Matema-

tiques.
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